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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Лiнiйнi рiвняння i нерiвностi з параметром

В Прикладах 1, 2 частини першої Уроку 10 розглянуто
рiвняння ax = 1 i нерiвнiсть ax < 1 з параметром a .
Узагальнюючи наведенi при розв’язаннi цих прикладiв
мiркування на бiльш загальнi ситуацiї, приходимо до
висновкiв про те, що

при розв’язаннi лiнiйного рiвняння bx = c з параметром
b необхiдно окремо видiлити два випадки: b = 0 i b 6= 0 ,

а при розв’язаннi лiнiйних нерiвностей виду bx > c ,
bx < c , bx ≥ c , bx ≤ c – три випадки: b > 0 , b = 0 ,
b < 0 .

Розглянемо приклади.
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П р и к л а д 1 . Розв’язати рiвняння
2ax+3a−1 = ax+2a+3−3x з параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Переносячи в лiнiйному рiвняннi доданки,
що мiстять невiдому x , в лiву частину рiвняння, а решту
додатнкiв – у його праву частину, отримуємо

2ax−ax+3x = 2a+3−3a+1 ⇐⇒ (a+3)x = 4−a .

Далi необхiдно розглянути два випадки:

1) при a+ 3 = 0 ⇐⇒ a =−3 маємо рiвняння 0x = 7 (хибна
рiвнiсть), яке не має розв’язкiв, тобто при цьому x ∈∅ ;

2) при a+3 6= 0 ⇐⇒ a 6=−3 отримуємо x = 4−a
a+3 .

В i д п о в i д ь: 1) при a =−3 x ∈∅ ;

2) при a 6=−3 x =
4−a
a+3

.
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Для наглядного зображення залежностi множини розв’язкiв
вiд параметра далi використовуються дiаграми спецiального
виду. Наведемо таку дiаграму iз зображенням результату
розв’язання попереднього прикладу:

2ax−ax+3x = 2a+3−3a+1 ⇐⇒ (a+3)x = 4−a
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П р и к л а д 2 . Розв’язати нерiвнiсть
2ax+3a−1 < ax+2a+3−3x з параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Переносячи в лiнiйнiй нерiвностi доданки,
що мiстять невiдому x , в лiву частину нерiвностi, а решту
доданкiв – у його праву частину, отримуємо

2ax−ax+3x < 2a+3−3a+1 ⇐⇒ (a+3)x < 4−a .

Далi необхiдно розглянути три випадки:

1) при a+3 > 0 ⇐⇒ a >−3 отримуємо x < 4−a
a+3 ;

2) при a+3 = 0 ⇐⇒ a =−3 маємо нерiвнiсть 0x < 7 (iстинна
нерiвнiсть), розв’язками якої є всi x ∈ R ;

3) при a+3 < 0 ⇐⇒ a <−3 отримуємо x > 4−a
a+3 .
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Результат розв’язання нерiвностi

2ax−ax+3x < 2a+3−3a+1 ⇐⇒ (a+3)x < 4−a

зобразимо на дiаграмi:

В i д п о в i д ь: 1) при a >−3 x ∈
(

−∞,
4−a
a+3

)

;

2) при a =−3 x ∈ R ; 3) при a <−3 x ∈
(

4−a
a+3

,∞
)

.
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П р и к л а д 3 . Розв’язати рiвняння x+a(4−ax) = 4
з параметром a .

Р о з в’ я з а н н я. Маємо
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Отриманi розв’язки в усiх розглянутих випадках для рiвняння

x+a(4−ax) = 4 ⇐⇒ (1−a2)x = 4−4a

вiдображенi на дiаграмi:

В i д п о в i д ь: 1) при a = 1 x ∈ R ; 2) при a =−1 x ∈∅ ;

3) при a 6=±1 x =
4

a+1
.
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Розглянемо приклад.

П р и к л а д 4 . Розв’язати рiвняння з параметром a:

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 = 0 . (1)

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що тип рiвняння (1) залежить
вiд параметра a . Це означає, що вираз (1) є квадратним
рiвнянням не при всiх значеннях параметра a ! Дiйсно, якщо
a − 1 = 0, то перший доданок у рiвняннi зникає, i ми
маємо лiнiйне рiвняння. Оскiльки для розв’язання лiнiйних i
квадратних рiвнянь використовуються iстотно рiзнi прийоми,
то при розв’язаннi рiвняння (1) необхiдно окремо розглянути
випадки a−1 = 0 i a−1 6= 0 .

При a−1 = 0 ⇐⇒ a = 1 отримуємо лiнiйне рiвняння
−2(1+2)x+1+1 = 0 ⇐⇒ −6x+2 = 0 ,
яке має єдиний корiнь x = 1/3 .
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У випадку a − 1 6= 0 ⇐⇒ a 6= 1 маємо квадратне рiвняння.
Знаходимо четверту частину його дискримiнанта:
D/4 =(a+2)2 − (a−1)(a+1) = 4a+5 .
Далi розв’язання квадратного (при a 6= 1) рiвняння з
параметром a , в свою чергу, роздiляється на три якiсно рiзнi
випадки: D < 0 , D = 0 i D > 0 .

При D < 0 ⇐⇒
{

a 6= 1,
4a+5 < 0,

⇐⇒ a <−5/4 рiвняння

не має розв’язкiв.

При D = 0 ⇐⇒
{

a 6= 1,
4a+5 = 0,

⇐⇒ a =−5/4 рiвняння має

єдиний розв’язок x = a+2
a−1 =

− 5
4+2

− 5
4−1

=− 1
3 .

Нарештi, при D > 0 ⇐⇒
{

a 6= 1,
4a+5 > 0,

⇐⇒ a ∈ (−5/4;1)∪ (1,∞)

рiвняння має два коренi x = a+2±
√

4a+5
a−1 .
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Результат розв’язання рiвняння (a−1)x2−2(a+2)x+a+1 = 0
зобразимо у виглядi дiаграми:

В i д п о в i д ь: 1) при a<−5
4

x∈∅ ; 2) при a=−5
4

x=−1
3

;

3) при a ∈
(

−5
4
,1
)

∪ (1,∞) x =
a+2±

√
4a+5

a−1
;

4) при a = 1 x =
1
3

.
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Розглянемо також блок-схему розв’язання:

Наведена блок-схе-
ма наглядно де-
монструє наступну
характерну особли-
вiсть рiвнянь i
нерiвностей з пара-
метром: їх розв’я-
зання розгалужу-
ється в залежностi
вiд параметра.
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Вiдзначимо, що при розв’язаннi квадратних рiвнянь з
параметром випадки D > 0 i D = 0 можна об’єднати в
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розв’язок знаходиться за тiєю ж формулою, що i у випадку

D > 0 , а саме: x = a+2±
√

4a+5
a−1 =

− 5
4+2±0
− 5

4−1
=− 1

3 .

Таким чином, вiдповiдь до Прикладу 4 можна записати у
такий спосiб:

В i д п о в i д ь: 1) при a <−5
4

x ∈∅ ; 2) при a ∈
[

−5
4
,1
)

∪

∪(1,∞) x =
a+2±

√
4a+5

a−1
; 3) при a = 1 x =

1
3

.
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У той же час при розв’язаннi квадратних нерiвностей з
параметром випадки D > 0 i D = 0 доцiльно розглядати
окремо, оскiльки в цих випадках розташування параболи
вiдносно осi Ox є рiзним, i тому множини розв’язкiв нерiвностi,
як правило, рiзнi за своїм виглядом.

П р и к л а д 5 . Розв’язати нерiвнiсть з параметром a:

x2 +2(a−1)x−8a−8 < 0 . (2)

Р о з в’ я з а н н я. Вiдзначимо, що при будь-якому значеннi
параметра a вираз (2) є квадратною нерiвнiстю, а графiком
функцiї y = x2 + 2(a − 1)x − 8a − 8 є парабола, вiтки якої
направленi вгору.
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Знайдемо точки перетину цiєї параболи з вiссю Ox,
розв’язуючи квадратное рiвняння

x2 +2(a−1)x−8a−8 = 0. (3)

Маємо D/4 = (a−1)2 +8a+8 = a2 +6a+9 = (a+3)2 ≥ 0 .
Розглянемо окремо випадки D > 0 i D = 0 , оскiльки в цих
випадках розташування параболи y = x2 + 2(a − 1)x − 8a − 8
вiдносно осi Ox є рiзним.

-

4 x

a =−3

q

y = x2 +2(a−1)x−8a−8

У випадку D = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (a + 3)2 = 0 ⇐⇒ a =−3
рiвняння (3) має єдиний корiнь
x = 4 . При цьому парабола
y = x2 + 2(a − 1)x − 8a − 8 доти-
кається до осi Ox (див. мал.), а
нерiвнiсть x2+2(a−1)x−8a−8< 0
не має розв’язкiв.
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У випадку D > 0 ⇐⇒ (a + 3)2 > 0 ⇐⇒ a 6=−3 квадратне
рiвняння має два коренi:

x1,2 =−(a−1)±
√

(a+3)2 = 1−a±|a+3|= 1−a± (a+3)
(ми скористались тут спiввiдношенням ±| f (a)| = ± f (a) (!) ).
Отже, маємо x1 = 4 , x2 =−2a−2 .

Щоб зобразити параболу y= x2+2(a−1)x−8a−8 i розв’язати
нерiвнiсть x2 + 2(a − 1)x − 8a − 8 < 0 при a 6= −3, необхiдно
визначити взаємне розташування точок x1 i x2 на числовiй
прямiй (а воно є рiзним при рiзних значеннях параметра
a (!) ).

-?

−3 a
+

= 0
y = 2a+6

s

Для цього розглянемо рiзницю
x1−x2 = 2a+6 i зобразимо криву
знакiв цього виразу (див. мал.).

ЗФМШ, Kиїв Рiвняння i нерiвностi з параметром



Рiвняння i нерiвностi з параметром Лiнiйнi Квадратнi

Рiвняння i нерiвностi степеня не вище другого

У випадку D > 0 ⇐⇒ (a + 3)2 > 0 ⇐⇒ a 6=−3 квадратне
рiвняння має два коренi:

x1,2 =−(a−1)±
√

(a+3)2 = 1−a±|a+3|= 1−a± (a+3)
(ми скористались тут спiввiдношенням ±| f (a)| = ± f (a) (!) ).
Отже, маємо x1 = 4 , x2 =−2a−2 .

Щоб зобразити параболу y= x2+2(a−1)x−8a−8 i розв’язати
нерiвнiсть x2 + 2(a − 1)x − 8a − 8 < 0 при a 6= −3, необхiдно
визначити взаємне розташування точок x1 i x2 на числовiй
прямiй (а воно є рiзним при рiзних значеннях параметра
a (!) ).

-?

−3 a
+

= 0
y = 2a+6

s

Для цього розглянемо рiзницю
x1−x2 = 2a+6 i зобразимо криву
знакiв цього виразу (див. мал.).

ЗФМШ, Kиїв Рiвняння i нерiвностi з параметром



Рiвняння i нерiвностi з параметром Лiнiйнi Квадратнi

Рiвняння i нерiвностi степеня не вище другого

У випадку D > 0 ⇐⇒ (a + 3)2 > 0 ⇐⇒ a 6=−3 квадратне
рiвняння має два коренi:

x1,2 =−(a−1)±
√

(a+3)2 = 1−a±|a+3|= 1−a± (a+3)
(ми скористались тут спiввiдношенням ±| f (a)| = ± f (a) (!) ).
Отже, маємо x1 = 4 , x2 =−2a−2 .

Щоб зобразити параболу y= x2+2(a−1)x−8a−8 i розв’язати
нерiвнiсть x2 + 2(a − 1)x − 8a − 8 < 0 при a 6= −3, необхiдно
визначити взаємне розташування точок x1 i x2 на числовiй
прямiй (а воно є рiзним при рiзних значеннях параметра
a (!) ).

-?

−3 a
+

= 0
y = 2a+6

s

Для цього розглянемо рiзницю
x1−x2 = 2a+6 i зобразимо криву
знакiв цього виразу (див. мал.).

ЗФМШ, Kиїв Рiвняння i нерiвностi з параметром



Рiвняння i нерiвностi з параметром Лiнiйнi Квадратнi

Рiвняння i нерiвностi степеня не вище другого

-?

−3 a
+

= 0
y = 2a+6

s

Враховуючи спiввiдношення
x1 − x2 > 0 ⇐⇒ x1 > x2 ,
x1 − x2 = 0 ⇐⇒ x1 = x2 ,
x1 − x2 < 0 ⇐⇒ x1 < x2 ,
отримуємо наступний результат
порiвняння точок
x1 = 4 i x2 =−2a−2 ,

який зобразимо на дiаграмi:

Зазначимо тут, що нас цiкавить результат порiвняння точок
x1 i x2 тiльки при a 6= −3 , оскiльки розв’язки заданої
квадратної нерiвностi уже отриманi у випадку a =−3 .
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Тепер розв’яжемо нерiвнiсть x2 + 2(a − 1)x − 8a − 8 < 0
графiчним методом у випадках a < −3 i a > −3
з урахуванням рiзного для цих випадкiв взаємного
розташування точок x1 = 4 i x2 =−2a−2 .

-

x1 x2 x

a <−3
y = x2 +2(a−1)x−8a−8

tdtd

У випадку a < −3 виконується
нерiвнiсть x1 < x2 , тобто точка
x1 розташована злiва вiд точки
x2 . При цьому задана нерiвнiсть
має розв’язки x ∈ (x1,x2) .

-

x2 x1 x

a >−3
y = x2 +2(a−1)x−8a−8

tdtd

У випадку a > −3 виконується
нерiвнiсть x1 > x2 , тобто точка
x1 розташована справа вiд точки
x2 . При цьому задана нерiвнiсть
має розв’язки x ∈ (x2,x1) .
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Враховуючи також розглянутий ранiше випадок a = −3 ,
отримуємо наступний результат розв’язання заданої квадрат-
ної нерiвностi x2 +2(a−1)x−8a−8 < 0 :

В i д п о в i д ь: 1) при a <−3 x ∈ (4;−2a−2) ;
2) при a =−3 x ∈∅ ; 3) при a >−3 x ∈ (−2a−2;4) .
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П р и к л а д 6 . Розв’язати нерiвнiсть з параметром a:

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 ≤ 0 . (4)

Р о з в’ я з а н н я. При a − 1 = 0 ⇐⇒ a = 1 маємо лiнiйну
нерiвнiсть −2(1+2)x+1+1 ≤ 0 ⇐⇒ −6x ≤−2 ⇐⇒ x ≥ 1/3 .

При a− 1 6= 0 вираз (4) є квадратною нерiвнiстю, проте слiд
врахувати, що вiтки параболи y = (a− 1)x2 − 2(a+ 2)x+ a+ 1
при a−1> 0 ⇐⇒ a > 1 направленi вгору, а при a−1< 0 ⇐⇒
⇐⇒ a < 1 – вниз.

Шукаємо точки перетину параболи y = (a− 1)x2 − 2(a+ 2)x+
+a+1 з вiссю Ox , розв’язуючи рiвняння

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 = 0 ,

розглянуте в Прикладi 4.
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при a−1> 0 ⇐⇒ a > 1 направленi вгору, а при a−1< 0 ⇐⇒
⇐⇒ a < 1 – вниз.

Шукаємо точки перетину параболи y = (a− 1)x2 − 2(a+ 2)x+
+a+1 з вiссю Ox , розв’язуючи рiвняння

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 = 0 ,

розглянуте в Прикладi 4.
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Результат розв’язання рiвняння
(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 = 0
зображено на дiаграмi.

-

x

a <−5/4

y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1

У випадку a <−5/4 парабола

y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1
не перетинає вiсь Ox i її вiтки
направленi вниз. Розв’язками
нерiвностi

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 ≤ 0
є всi x ∈ R (див. мал.).
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-

x

a =−5/4

y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1

У випадку a =−5/4 парабола

y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1
дотикається до осi Ox i її вiтки
направленi вниз. Розв’язками
нерiвностi

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 ≤ 0
є всi x ∈ R (див. мал.).

У випадку a ∈ (−5/4;1)∪ (1,∞) необхiдно визначити взаємне

розташування точок x1 =
a+2−

√
4a+5

a−1 i x2 =
a+2+

√
4a+5

a−1 перетину

параболи y = (a− 1)x2 − 2(a+ 2)x+ a+ 1 з вiссю Ox . Маємо

x2 − x1 = 2
√

4a+5
a−1 . Оскiльки чисельник цього виразу додатнiй

при a > −5/4 , то рiзниця x2 − x1 має такий же знак, як i
знаменник a−1 , а саме: x2 − x1 > 0 при a > 1 i
x2 − x1 < 0 при a ∈ (−5/4;1) .
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Результат порiвняння точок x1 i x2 при a ∈ (−5/4;1)∪(1,∞)
вiдображає наступна дiаграма:

-

xx2 x1

a ∈ (−5/4;1)

y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1

ss

Тепер при a ∈ (−5/4;1) ,
враховуючи, що вiтки параболи

y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1
в цьому випадку направленi вниз
i x2 < x1 , отримуємо розв’язки
нерiвностi

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 ≤ 0
у виглядi x ∈ (−∞,x2] ∪ [x1,∞)
(див. мал.).
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-

x1 x2 x

a > 1
y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1

ss

При a > 1 вiтки параболи

y = (a−1)x2 −2(a+2)x+a+1
направленi вгору, x2 > x1 i
розв’язками нерiвностi

(a−1)x2 −2(a+2)x+a+1 ≤ 0
є x ∈ [x1,x2] (див. мал.).
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Отже, розглянуто всi можливi випадки i отримано наступний
результат:

В i д п о в i д ь:

1) при a > 1 x ∈
[

a+2−
√

4a+5
a−1

;
a+2+

√
4a+5

a−1

]

;

2) при a = 1 x ∈ [1/3,∞) ; 3) при a ∈ (−5/4;1)

x ∈
(

−∞,
a+2+

√
4a+5

a−1

]

∪
[

a+2−
√

4a+5
a−1

,∞
)

;

4) при a ≤−5/4 x ∈ R .
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