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Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"

ЗФМШ, Kиїв Системи рiвнянь з кiлькома невiдомими



Рiвняння з двома невiдомими Системи Геометричний образ

Рiвняння з двома невiдомими i його геометричний

образ (графiк)

Рiвняння з двома невiдомими x,y – це вираз
вигляду

f (x,y) = g(x,y), (1)

де f (x,y) i g(x,y) – деякi функцiї вiд x i y .

Впорядкована пара чисел (x0,y0) називається
розв’язком рiвняння (1), якщо при пiдстановцi x0
замiсть x i y0 замiсть y в рiвняння одержуємо
iстинну числову рiвнiсть f (x0,y0) = g(x0,y0) .

Множина розв’язкiв (x,y) рiвняння (1), зображена
в декартовiй координатнiй площинi xOy , утворює
геометричний образ (графiк) рiвняння (1).
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Наприклад, геометричний образ рiвняння x2 + y2 = 2 –
це коло радiуса

√
2 з центром у початку координат.

Геометричний образ рiвняння x2 + y2 = 0 – це точка
O(0;0) .
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x2 + y2 = 0

Геометричний образ рiвняння x2 + y2 =−1 порожнiй,
оскiльки x2 + y2 =−1 ⇐⇒ (x,y) ∈∅.
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Рiвняння з двома невiдомими Системи Геометричний образ

Графiки рiвнянь з парними функцiями

Розглянемо геометричнi образи рiвнянь, симетричнi
вiдносно координатних осей.

Нагадаємо, що серед функцiй однiєї змiнної x
симетричними вiдносно осi Ox графiками володiють
парнi функцiї.

Серед функцiй двох змiнних x,y видiлимо парнi функцiї
за змiнною x i за змiнною y .

Функцiя g(x,y) називається:

парною за змiнною x , якщо g(−x,y) = g(x,y) для
всiх пар чисел (x,y) з областi визначення функцiї
g(x,y) ;

парною за змiнною y , якщо g(x,−y) = g(x,y) для
всiх пар чисел (x,y) з областi визначення функцiї
g(x,y) .
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Рiвняння з двома невiдомими Системи Геометричний образ

Графiки рiвнянь з парними функцiями

Графiки парних (за змiнною x або y ) функцiй
володiють наступними властивостями:

якщо функцiя g(x,y) є парною за змiнною x , то
геометричний образ рiвняння g(x,y) = 0 є
симетричним вiдносно осi Oy ;

якщо функцiя g(x,y) є парною за змiнною y , то
геометричний образ рiвняння g(x,y) = 0 є
симетричним вiдносно осi Ox .

Наприклад, побудуємо геометричний образ (графiк)
рiвняння x+2|y|−4 = 0 .
Оскiльки функцiя g(x,y) = x+2|y|−4 є парною за
змiнною y , то геометричний образ рiвняння
x+2|y|−4 = 0 є симетричним вiдносно осi Ox .
В такому випадку його можна побудувати поетапно.
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Графiки рiвнянь з парними функцiями

Спочатку будуємо частину графiка, яка
знаходиться у верхнiй вiдносно осi Ox пiвплощинi
(тобто при y ≥ 0 ).
Потiм, симетрично вiдображаючи цю частину
вiдносно осi Ox , отримуємо другу частину графiка,
яка знаходиться нижче осi Ox .

Так, при y ≥ 0 рiвняння x+2|y|−4 = 0 набуває вигляду
x+2y−4 = 0 ⇐⇒ y = 2− 1

2 x , тобто частиною його
графiка є пiвпряма y = 2− 1

2 x , y ≥ 0 .
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Друга частина графiка симетрична цiй пiвпрямiй
вiдносно осi Ox :
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Графiки рiвнянь з парними функцiями

Побудуємо також графiк рiвняння |x|+ |y|= 2.
Оскiльки тут функцiя g(x,y) = |x|+ |y|−2 є парною як за
змiнною x, так i за змiнною y, то геометричний образ
(графiк) рiвняння |x|+ |y|= 2 є симетричним як вiдносно
осi Oy, так i вiдносно осi Ox.
В такому випадку його побудову виконуємо поетапно:

Спочатку будуємо частину графiка, яка
знаходиться в 1-iй координатнiй четвертi (тобто при
x ≥ 0, y ≥ 0 ).

Потiм за допомогою симетричного вiдображення
цiєї частини вiдносно осi Oy , отримуємо бiльшу
його частину, що знаходиться в 1-iй i в 2-iй
координатних четвертях (тобто при y ≥ 0 ).

Нарештi, застосовуючи симетричне вiдображення
цiєї бiльшої частини графiка вiдносно осi Ox ,
отримуємо весь геометричний образ рiвняння.
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Оскiльки тут функцiя g(x,y) = |x|+ |y|−2 є парною як за
змiнною x, так i за змiнною y, то геометричний образ
(графiк) рiвняння |x|+ |y|= 2 є симетричним як вiдносно
осi Oy, так i вiдносно осi Ox.
В такому випадку його побудову виконуємо поетапно:

Спочатку будуємо частину графiка, яка
знаходиться в 1-iй координатнiй четвертi (тобто при
x ≥ 0, y ≥ 0 ).

Потiм за допомогою симетричного вiдображення
цiєї частини вiдносно осi Oy , отримуємо бiльшу
його частину, що знаходиться в 1-iй i в 2-iй
координатних четвертях (тобто при y ≥ 0 ).

Нарештi, застосовуючи симетричне вiдображення
цiєї бiльшої частини графiка вiдносно осi Ox ,
отримуємо весь геометричний образ рiвняння.
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Так, при x ≥ 0, y ≥ 0 рiвняння |x|+ |y|= 2 набуває
вигляду x+ y = 2 ⇐⇒ y = 2− x , тобто частиною його
графiка є вiдрiзок прямої y = 2− x , який знаходиться в
першiй координатнiй четвертi. Цей вiдрiзок сполучає
точки A(0;2) i B(2;0) .
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В результатi послiдовного
виконання двох симетрiй
вiдносно координатних осей
Oy

r

−2
D

i Ox

|x|+ |y|= 2

r

−2 C

отримуємо
геометричний образ рiвняння
|x| + |y| = 2 – квадрат з
вершинами в точках A(0;2),
B(2;0), C(0;−2) i D(−2;0) .
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Аналогiчно отримуємо геометричний образ рiвняння
|y|− |x|= 2 :
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y = x+2

|y|− |x|= 2

r−2
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Рiвняння з двома невiдомими Системи Геометричний образ

Геометричний образ нерiвностi
Геометричний образ нерiвностi з невiдомими
x i y — це множина розв’язкiв (x,y) нерiвностi,
зображена в координатнiй площинi xOy .

Розглянемо геометричнi образи деяких нерiвностей.
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y = 4− x

y < 4− x

y > 4− x

Геометричним образом
нерiвностi y > 4 − x є
пiвплощина, яка лежить
вище прямої y = 4 − x,
а геометричним образом
нерiвностi y < 4 − x –
пiвплощина, нижня вiдносно
цiєї прямої.
Геометричний образ
нерiвностi y ≥ 4 − x разом
з пiвплощиною y > 4 − x
включає також її межу
(тобто пряму y = 4− x ).
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Геометричний образ нерiвностi

Геометричний образ нерiвностi x2 + y2 ≤ 2 мiстить
початок координат, а також усi кола x2 + y2 = r2 ,
радiус яких r ≤

√
2 . Тому, геометричним образом цiєї

нерiвностi є круг радiуса
√

2 з центром в точцi (0;0) .
Аналогiчнi мiркування показують, що геометричним
образом нерiвностi x2 + y2 > 2 є зовнiшня частина
вказаного круга.
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x2 + y2 = 2
x2 + y2 < 2

x2 + y2 > 2
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Рiвняння з двома невiдомими Системи Рiвносильнi Приклади iз ЗНО Замiна змiнних

Система рiвнянь з двома невiдомими

Розглянемо систему двох рiвнянь з двома невiдомими
x,y :

{

f1(x,y) = g1(x,y),
f2(x,y) = g2(x,y),

(2)

де f1(x,y), f2(x,y),g1(x,y),g2(x,y) — деякi функцiї вiд
x i y .

Розв’язками системи (2) є спiльнi розв’язки (x0,y0)
рiвнянь цiєї системи (тобто точки перетину
геометричних образiв рiвнянь системи).

Розв’язати систему — значить знайти множину її
розв’язкiв.
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У якостi приклада розглянемо найпростiшу систему
{

x = 1 ,
y = 2 .

Розв’язок цiєї системи — це точка перетину прямих
x = 1 i y = 2, тобто точка (1;2).
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Розглянемо також систему
{

|x|+ |y|= 2,
x2 + y2 = 2.
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q

(1;1)

(1;−1)

(−1;1)

(−1;−1)

1

1

s

ss

s

Геометричний образ першого
рiвняння системи — розгляну-
тий ранiше квадрат.
Геометричний образ другого
рiвняння — це коло радiуса

√
2

з центром у початку координат.
Оскiльки геометричнi образи
рiвнянь дотикаються в точках
(1;1),(−1;1),(−1;−1) и (1;−1),
то множина розв’язкiв систе-
ми — це множина
{(1;1),(−1;1),(−1;−1),(1;−1)} .
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Геометричний образ першого
рiвняння системи — розгляну-
тий ранiше квадрат.
Геометричний образ другого
рiвняння — це коло радiуса

√
2

з центром у початку координат.
Оскiльки геометричнi образи
рiвнянь дотикаються в точках
(1;1),(−1;1),(−1;−1) и (1;−1),
то множина розв’язкiв систе-
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Рiвносильнi перетворення систем

Системи, якi мають одну i ту ж множину
розв’язкiв, називаються рiвносильними.

Найбiльш простими рiвносильними перетвореннями
систем є:

замiна одного з рiвнянь системи рiвносильним йому
виразом;
замiна одного з рiвнянь сумою рiвнянь системи,
помножених на не рiвнi нулю числа:
якщо α 6= 0 i β 6= 0 , то
{

F1 = G1,
F2 = G2,

⇐⇒
{

αF1 +βF2 = αG1 +βG2,
F2 = G2

(тут и далi для скорочення запису не вказана залежнiсть

функцiй F1,F2,G1,G2 вiд змiнних x i y, тобто використано

скорочення F1 = F1(x,y) i т.п.) або бiльш коротко:
{

F1 = G1, I
F2 = G2, II

⇐⇒
{

αI+β II,
II;
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Рiвносильнi перетворення систем

замiна обох рiвнянь системи вiдповiдно сумою i
рiзницею рiвнянь:

{

F1 = G1, I
F2 = G2, II

⇐⇒
{

I+ II,
I− II,

⇐⇒
{

F1 +F2 = G1 +G2,
F1 −F2 = G1 −G2;

пiдстановка виразу однiєї змiнної в iншi рiвняння
системи:
{

y = ϕ(x),
f (x,y) = g(x,y),

⇐⇒
{

y = ϕ(x),
f (x,ϕ(x)) = g(x,ϕ(x)).
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 1 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2013 р.).

Розв’яжiть систему рiвнянь

{

2x+5y = 5,
x−2y = 7.

Для одержаного розв’язку (x0,y0) системи знайдiть
суму x0 + y0 .

Р о з в’ я з а н н я. Помiтимо, що додаючи до першого
рiвняння системи друге, помножене на (−2), отримуємо
рiвняння, яке мiстить тiльки y. Тому
{

2x+5y = 5, I
x−2y = 7, II

⇐⇒

⇐⇒
{

2x+5y+(−2)(x−2y) = 5−2 ·7, I+(−2)II
x−2y = 7, II

⇐⇒

⇐⇒
{

9y =−9,
x−2y = 7,

⇐⇒
{

y =−1,
x = 7+2y = 7−2 = 5.

Отже, x0 + y0 = 5−1 = 4 .

В i д п о в i д ь: 4 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 2 (Пробне тестування ЗНО, 2012 р.).
Скiльки розв’язкiв має система рiвнянь
{

x2 − y2 =−5,
x2 + y2 = 3

?

Р о з в’ я з а н н я. Додаючи i вiднiмаючи рiвняння
системи, отримуємо
{

x2 − y2 =−5, I
x2 + y2 = 3, II

⇐⇒
{

2x2 =−2, I+ II
−2y2 =−8. I− II

Оскiльки перше рiвняння системи не має розв’язкiв:
2x2 =−2 ⇐⇒ x2 =−1 ⇐⇒ x ∈∅ ,
то система не має розв’язкiв.

В i д п о в i д ь: жодного розв’язку .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 3 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2012 р.).

Розв’яжiть систему рiвнянь

{

y− x = 9,
x+8
2y−5 = 2.

Запишiть у вiдповiдь добуток x0 · y0 , якщо пара (x0,y0)
є розв’язком цiєї системи рiвнянь.

Р о з в’ я з а н н я. Виражаючи y з першого рiвняння
системи i пiдставляючи в друге, отримуємо
{

y− x = 9,
x+8
2y−5 = 2. ⇐⇒

{

y = x+9,
x+8

2(x+9)−5 = 2.

Розв’язуємо друге рiвняння системи:
x+8

2(x+9)−5
= 2 ⇐⇒ x+8

2x+13
−2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ x+8−2(2x+13)
2x+13

= 0 ⇐⇒ x+8−4x−26
2x+13

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ −3x−18
2x+13

= 0 ⇐⇒ x+6
2x+13

= 0 .
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= 2 ⇐⇒ x+8

2x+13
−2 = 0 ⇐⇒
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2x+13

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ −3x−18
2x+13

= 0 ⇐⇒ x+6
2x+13

= 0 .
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У вiдповiдностi з теоремою про рiвнiсть дробу нулю:

f (x)
g(x)

= 0 ⇐⇒
{

f (x) = 0,
g(x) 6= 0

отримуємо

x+6
2x+13

= 0 ⇐⇒
{

x+6 = 0,
2x+13 6= 0,

⇐⇒ x =−6 .

Тепер знаходимо розв’язок системи:
{

x =−6,
y = x+9 =−6+9 = 3.

Отже, x0 · y0 =−6 ·3 =−18 .

В i д п о в i д ь: −18 .
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Розв’язання систем методом замiни змiнних

Розглянемо деякi приклади систем, для розв’язання
яких застосовується метод замiни змiнних.

П р и к л а д 4. Розв’яжiть систему рiвнянь
{

√

x+y
x−y +

√

x−y
x+y = 2,

x2 + y3 = 4.

Р о з в’ я з а н н я. Зробимо замiну змiнних в першому

рiвняннi системи: t =
√

x+y
x−y . При цьому отримаємо

рiвняння з однiєю невiдомою:

t + 1
t = 2 ⇐⇒ t2−2t+1

t = 0 ⇐⇒
{

t2 −2t +1 = 0,
t 6= 0,

⇐⇒ t = 1

(ми скористались теоремою про рiвнiсть дробу нулю).

Пiсля зворотної замiни t =
√

x+y
x−y отримуємо

√

x+y
x−y = 1 ⇐⇒ x+y

x−y = 1 ⇐⇒ x+y−(x−y)
x−y = 0 ⇐⇒ 2y

x−y = 0 .
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За теоремою про рiвнiсть дробу нулю маємо

2y
x−y = 0 ⇐⇒

{

y = 0,
x 6= y.

Отже, замiнимо систему рiвнянь рiвносильною їй
системою






y = 0,
x 6= y,
x2 + y3 = 4,

⇐⇒







y = 0,
x 6= y,
x2 = 4,

⇐⇒
{

y = 0,
x =±2,

⇐⇒

⇐⇒









{

x = 2,
y = 0,

{

x =−2,
y = 0.

Отже, система має два розв’язки: (2;0),(−2;0).
В i д п о в i д ь: {(2;0),(−2;0)} .
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П р и к л а д 5. Розв’яжiть систему рiвнянь
{

x2 + y2 +2(x+ y) = 23,
x+ y−2xy =−7.

Р о з в’ я з а н н я. Зробимо замiну змiнних: t = x+ y,
z = xy . Тодi x2 + y2 = (x+ y)2 −2xy = t2 −2z .
Маємо систему з невiдомими t i z :
{

t2 −2z+2t = 23,
t −2z =−7,

⇐⇒
{

2z = t +7,
t2 − (t +7)+2t = 23.

Розв’язуючи квадратне рiвняння системи, отримуємо

t2 − (t +7)+2t = 23 ⇐⇒ t2 + t −30 = 0 ⇐⇒
[

t =−6,
t = 5.

Тодi






z = (t +7)/2,
[

t =−6,
t = 5,

⇐⇒









{

t =−6,
z = (t +7)/2 = 1/2,

{

t = 5,
z = (t +7)/2 = 6.
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Розв’язання систем методом замiни змiнних

П р и к л а д 5. Розв’яжiть систему рiвнянь
{

x2 + y2 +2(x+ y) = 23,
x+ y−2xy =−7.

Р о з в’ я з а н н я. Зробимо замiну змiнних: t = x+ y,
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Тепер пiсля зворотної замiни t = x+ y, z = xy необхiдно
розв’язати сукупнiсть двох систем:












{

x+ y =−6,
(∗)

xy = 1/2,
{

x+ y = 5,
(∗∗)

xy = 6.

1) Розв’язуємо систему (∗):
{

x+ y =−6,
xy = 1/2,

⇐⇒
{

y =−x−6,
x(−x−6) = 1/2.

Перетворюємо квадратне рiвняння системи до
стандартного вигляду:

x(−x−6) = 1/2 ⇐⇒−2x2 −12x = 1 ⇐⇒ 2x2 +12x+1 = 0 .
Обчислюємо D/4 = 62 −2 ·1 = 34 i знаходимо коренi

квадратного рiвняння: x =
−6±

√
34

2
=−3±

√
34
2

.
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Далi маємо

{

y =−x−6,

x =−3±
√

34
2 ,

⇐⇒













{

x =−3−
√

34
2 ,

y =−x−6 =−3+
√

34
2 ,

{

x =−3+
√

34
2 ,

y =−x−6 =−3−
√

34
2 ,

тобто система (∗) має два розв’язки.

2) Знаходимо розв’язки системи (∗∗), спираючись на
теорему, обернену до теореми Вiєта:

{

x+ y = 5,
xy = 6

⇐⇒









{

x = 2,
y = 3,

{

x = 3,
y = 2,

тобто система (∗∗)
також має два
розв’язки.

В i д п о в i д ь:
{(

−3−
√

34
2 ,−3+

√
34
2

)

,
(

−3+
√

34
2 ,−3−

√
34
2

)

,(2;3),(3;2),
}

.
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Симетричнi системи

Вiдзначимо, що в попередньому прикладi розв’язками
системи
{

x2 + y2 +2(x+ y) = 23,
x+ y−2xy =−7

є симетричнi пари чисел: (2;3),(3;2) i
(

−3−
√

34
2 ,−3+

√
34
2

)

,
(

−3+
√

34
2 ,−3−

√
34
2

)

, що є

притаманним симетричним системам рiвнянь.

Симетричними називають системи, якi не
змiнюються при замiнi в них x на y i y на x .
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Система однорiдних рiвнянь

П р и к л а д 6. Скiльки розв’язкiв має система рiвнянь
{

y2 − yx−2x2 = 0,
y2 −5xy+6x2 = 0

?

Р о з в’ я з а н н я. Розглянемо однорiдне рiвняння

y2 − yx−2x2 = 0 (3)

з двома невiдомими x i y (однорiдними називають
рiвняння, в яких сума степенiв невiдомих x i y в
кожному доданку однакова. Зокрема, в рiвняннi (3)
вона дорiвнює 2 ).
Воно має, принаймнi, нульовий розв’язок (0;0).
Знайдемо iншi (ненульовi) розв’язки рiвняння (3).
Оскiльки для них x 6= 0 , то, роздiливши обидвi частини
рiвняння (3) на x2 , отримаємо

(y
x

)2
− y

x
−2 = 0.
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Система однорiдних рiвнянь

Застосовуючи замiну змiнних t = y
x i розв’язуючи

квадратне рiвняння t2 − t −2 = 0 , знаходимо t1 =−1 i

t2 = 2 , тобто

[

y
x =−1,
y
x = 2,

⇐⇒







x 6= 0,
[

y =−x ,
y = 2x .

Якщо до знайдених ненульових (при x 6= 0 ) розв’язкiв
рiвняння

y2 − yx−2x2 = 0 (3)

додати вказаний ранiше нульовий розв’язок (0;0), то

-

6

x

y

y = 2x

y =−x

легко помiтити, що всi розв’язки
рiвняння (3) – це пари (x,y) чисел
x i y , для яких
y = −x, x ∈ R або y = 2x, x ∈ R ,
а геометричний образ рiвняння (3)
утворюють двi прямi:
y =−x i y = 2x .
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Система однорiдних рiвнянь

Для другого рiвняння y2 −5yx+6x2 = 0 системи
аналогiчно знаходимо його геометричний образ, що
складається з двох прямих: y = 2x i y = 3x .

-

6

x

y

y = 2x

y = 3x

Очевидно, що перетином геометричних образiв рiвнянь
системи є їх спiльна пряма y = 2x, а спiльнi розв’язки
рiвнянь системи утворюють нескiнченну множину
{(x,y) : y = 2x,x ∈ R} .

В i д п о в i д ь: нескiнченну множину .
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Однорiдне рiвняння другого степеня

Всi розв’язки однорiдного рiвняння другого степеня
ay2 +bxy+ cx2 = 0, де a,b,c – деякi дiйснi числа i a 6= 0,
можна знайти за допомогою замiни змiнних y = tx .
При цьому можливi випадки:

D > 0 , де D – дискримiнант квадратного рiвняння
at2 +bt + c = 0 . Тодi це квадратне рiвняння має два
коренi t1 i t2, а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з двох прямих: y = t1x i
y = t2x ;

D = 0. Тодi вказане квадратне рiвняння має один
корiнь t0 , а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з однiєї прямої: y = t0x;
D < 0. Тодi вказане квадратне рiвняння не має
коренiв, проте однорiдне рiвняння при цьому має
єдиний розв’язок (0;0) i його геометричним образом
є точка (0;0).

ЗФМШ, Kиїв Системи рiвнянь з кiлькома невiдомими



Рiвняння з двома невiдомими Системи Рiвносильнi Приклади iз ЗНО Замiна змiнних

Однорiдне рiвняння другого степеня

Всi розв’язки однорiдного рiвняння другого степеня
ay2 +bxy+ cx2 = 0, де a,b,c – деякi дiйснi числа i a 6= 0,
можна знайти за допомогою замiни змiнних y = tx .
При цьому можливi випадки:

D > 0 , де D – дискримiнант квадратного рiвняння
at2 +bt + c = 0 . Тодi це квадратне рiвняння має два
коренi t1 i t2, а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з двох прямих: y = t1x i
y = t2x ;

D = 0. Тодi вказане квадратне рiвняння має один
корiнь t0 , а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з однiєї прямої: y = t0x;
D < 0. Тодi вказане квадратне рiвняння не має
коренiв, проте однорiдне рiвняння при цьому має
єдиний розв’язок (0;0) i його геометричним образом
є точка (0;0).

ЗФМШ, Kиїв Системи рiвнянь з кiлькома невiдомими



Рiвняння з двома невiдомими Системи Рiвносильнi Приклади iз ЗНО Замiна змiнних

Однорiдне рiвняння другого степеня

Всi розв’язки однорiдного рiвняння другого степеня
ay2 +bxy+ cx2 = 0, де a,b,c – деякi дiйснi числа i a 6= 0,
можна знайти за допомогою замiни змiнних y = tx .
При цьому можливi випадки:

D > 0 , де D – дискримiнант квадратного рiвняння
at2 +bt + c = 0 . Тодi це квадратне рiвняння має два
коренi t1 i t2, а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з двох прямих: y = t1x i
y = t2x ;

D = 0. Тодi вказане квадратне рiвняння має один
корiнь t0 , а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з однiєї прямої: y = t0x;
D < 0. Тодi вказане квадратне рiвняння не має
коренiв, проте однорiдне рiвняння при цьому має
єдиний розв’язок (0;0) i його геометричним образом
є точка (0;0).

ЗФМШ, Kиїв Системи рiвнянь з кiлькома невiдомими



Рiвняння з двома невiдомими Системи Рiвносильнi Приклади iз ЗНО Замiна змiнних

Однорiдне рiвняння другого степеня

Всi розв’язки однорiдного рiвняння другого степеня
ay2 +bxy+ cx2 = 0, де a,b,c – деякi дiйснi числа i a 6= 0,
можна знайти за допомогою замiни змiнних y = tx .
При цьому можливi випадки:

D > 0 , де D – дискримiнант квадратного рiвняння
at2 +bt + c = 0 . Тодi це квадратне рiвняння має два
коренi t1 i t2, а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з двох прямих: y = t1x i
y = t2x ;

D = 0. Тодi вказане квадратне рiвняння має один
корiнь t0 , а геометричний образ однорiдного
рiвняння складається з однiєї прямої: y = t0x;
D < 0. Тодi вказане квадратне рiвняння не має
коренiв, проте однорiдне рiвняння при цьому має
єдиний розв’язок (0;0) i його геометричним образом
є точка (0;0).

ЗФМШ, Kиїв Системи рiвнянь з кiлькома невiдомими



Рiвняння з двома невiдомими Системи Рiвносильнi Приклади iз ЗНО Замiна змiнних

Однорiдне рiвняння другого степеня
Наприклад, за допомогою замiни змiнних y = tx
розв’яжемо однорiдне рiвняння

y2 −5yx+6x2 = 0
(друге рiвняння з системи, розглянутої в попередньому
прикладi). Матимемо

t2x2 −5tx2 +6x2 = 0 ⇐⇒ x2(t2 −5t +6) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

x2 = 0,
t2 −5t +6 = 0,

⇐⇒





x = 0,
t = 2,
t = 3.

При зворотнiй замiнi y = tx отримуємо




x = 0,
t = 2,
t = 3,

=⇒





x = 0, y = 0
y = 2x,
y = 3x,

⇐⇒
[

y = 2x,
y = 3x

(оскiльки розв’язок x = y = 0 мiститься в кожному з
розв’язкiв вигляду y = 2x або y = 3x ), тобто
геометричний образ цього однорiдного рiвняння
складається з двох прямих: y = 2x i y = 3x .
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Система, в якiй можна видiлити однорiдне рiвняння

П р и к л а д 7. Розв’язати систему рiвнянь
{

5x2 −6xy+5y2 = 2,
4x2 −7xy+9y2 = 4.

Р о з в’ я з а н н я. Рiвняння цiєї системи не є
однорiдними, оскiльки правi частини рiвнянь мiстять
доданки зi змiнними в нульовому степенi.

Проте, домножаючи обидвi частини першого рiвняння
системи на 2 i вiднiмаючи пiсля цього вiд нього друге
рiвняння системи, отримуємо однорiдне рiвняння:

2(5x2 −6xy+5y2)− (4x2 −7xy+9y2) = 2 ·2−4 ⇐⇒
⇐⇒ y2 −5yx+6x2 = 0,

для якого вище знайдено всi розв’язки у виглядi y = 2x
або y = 3x .
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Отже, справедливi рiвносильнi переходи:
{

5x2 −6xy+5y2 = 2, I
4x2 −7xy+9y2 = 4, II

⇐⇒
{

5x2 −6xy+5y2 = 2, I
6x2 −5xy+ y2 = 0, 2 · I− II

⇐⇒

⇐⇒







5x2 −6xy+5y2 = 2,
[

y = 2x,
y = 3x,

⇐⇒













{

y = 2x,
(∗)

5x2 −6xy+5y2 = 2,
{

y = 3x,
(∗∗)

5x2 −6xy+5y2 = 2.

1) При розв’язаннi системи (∗) пiдставимо y = 2x в друге
рiвняння:

5x2 −6x ·2x+5(2x)2 = 2 ⇐⇒ 13x2 = 2 ⇐⇒ x2 = 2/13 ⇐⇒
⇐⇒ x =±

√

2/13 .

Отже, система (∗) має два розв’язки:

(
√

2/13; 2
√

2/13), (−
√

2/13; −2
√

2/13) .
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2) При розв’язаннi системи
{

y = 3x,
(∗∗)

5x2 −6xy+5y2 = 2.

пiдставимо y = 3x в друге рiвняння:

5x2 −6x ·3x+5(3x)2 = 2 ⇐⇒ 32x2 = 2 ⇐⇒ x2 = 1/16 ⇐⇒
⇐⇒ x =±1/4 .

Отже, система (∗∗) також має два розв’язки:

(1/4; 3/4), (−1/4; −3/4) .

В i д п о в i д ь:
{(

√

2
13

; 2

√

2
13

)

,

(

−
√

2
13

; −2

√

2
13

)

,

(

1
4

;
3
4

)

,

(

−1
4

; −3
4

)

}

.
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