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Тотожнi перетворення

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Тотожнi перетворення

Попереднi зауваження

В цiй частинi уроку зробимо ряд зауважень стосовно
перетворень тригонометричних виразiв.

Перш за все, зазначимо, що формули перетворень
тригонометричних виразiв природньо групуються у
вiдповiдностi з призначенням цих формул.

Серед формул тотожних перетворень корисно
розрiзняти абсолютнi тотожностi (в них областi
визначення лiвої i правої частин рiвностей
спiвпадають) i умовнi тотожностi (в них областi
визначення лiвої i правої частин рiвностей рiзнi).
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Тотожнi перетворення Формули i приклади

Спiввiдношення мiж тригонометричними функцiями

одного кута

Такi спiввiдношення дозволяють знаходити значення
однiєї з тригонометричних функцiй, якщо вiдомi
значення iншої функцiї того ж кута.

Основна тригонометрична
тотожнiсть

sin2 α + cos2 α = 1
є наслiдком теореми
Пiфагора для прямокутного
трикутника, гiпотенуза якого
дорiвнює 1, а катети дорiв-
нюють |sinα| i |cosα|.

Наприклад, sin2 38◦+ cos2 38◦ = 1 , sin2 π
8 + cos2 π

8 = 1 ,
sin2 5x+ cos2 5x = 1 i т.п.

ЗФМШ, Kиїв Тотожнi перетворення



Тотожнi перетворення Формули i приклади

Спiввiдношення мiж функциями одного кута

Враховуючи означення тангенса tg α = sinα
cosα i основну

тригонометричну тотожнiсть, отримуємо:

1+ tg2 α = 1+
sin2 α
cos2 α

=
cos2 α + sin2 α

cos2 α
=

1
cos2 α

.

Зазначимо, що в отриманiй рiвностi

1+ tg2 α =
1

cos2 α
областi визначення лiвої i правої його частин однаковi,
оскiльки визначаються нерiвнiстю cosα 6= 0 . Отже,
встановлена рiвнiсть є абсолютною тотожнiстю.

З урахуванням означення котангенса ctg α = cosα
sinα

аналогiчно доводиться абсолютна тотожнiсть:

1+ ctg2 α =
1

sin2 α
.

ЗФМШ, Kиїв Тотожнi перетворення



Тотожнi перетворення Формули i приклади

Спiввiдношення мiж функциями одного кута

Враховуючи означення тангенса tg α = sinα
cosα i основну

тригонометричну тотожнiсть, отримуємо:

1+ tg2 α = 1+
sin2 α
cos2 α

=
cos2 α + sin2 α

cos2 α
=

1
cos2 α

.

Зазначимо, що в отриманiй рiвностi

1+ tg2 α =
1

cos2 α
областi визначення лiвої i правої його частин однаковi,
оскiльки визначаються нерiвнiстю cosα 6= 0 . Отже,
встановлена рiвнiсть є абсолютною тотожнiстю.

З урахуванням означення котангенса ctg α = cosα
sinα

аналогiчно доводиться абсолютна тотожнiсть:

1+ ctg2 α =
1

sin2 α
.

ЗФМШ, Kиїв Тотожнi перетворення



Тотожнi перетворення Формули i приклади

Спiввiдношення мiж функциями одного кута

Враховуючи означення тангенса tg α = sinα
cosα i основну

тригонометричну тотожнiсть, отримуємо:

1+ tg2 α = 1+
sin2 α
cos2 α

=
cos2 α + sin2 α

cos2 α
=

1
cos2 α

.

Зазначимо, що в отриманiй рiвностi

1+ tg2 α =
1

cos2 α
областi визначення лiвої i правої його частин однаковi,
оскiльки визначаються нерiвнiстю cosα 6= 0 . Отже,
встановлена рiвнiсть є абсолютною тотожнiстю.

З урахуванням означення котангенса ctg α = cosα
sinα

аналогiчно доводиться абсолютна тотожнiсть:

1+ ctg2 α =
1

sin2 α
.

ЗФМШ, Kиїв Тотожнi перетворення
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Спiввiдношення мiж функциями одного кута

Враховуючи означення тангенса i котангенса, отримуємо

tg α · ctg α =
sinα
cosα

· cosα
sinα

= 1

за умови, що cosα 6= 0 i sinα 6= 0 .

Необхiдно вiдзначити, що областi визначення (ОДЗ)
лiвої i правої частин рiвностi

tg α · ctg α = 1
рiзнi. Очевидно, що права частина цiєї рiвностi
визначена на всiй множинi R . У той же час, лiва
частина цiєї рiвностi не визначена, якщо не визначений
tg α або ctg α , тобто вона визначена за додаткових
умов cosα 6= 0 i sinα 6= 0 .

Такi тотожностi, якi виконуються за додаткових умов,
називаються умовними.
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Спiввiдношення мiж функциями одного кута
Отже, наведемо ще раз абсолютнi тотожностi

sin2 α + cos2 α = 1;

1+ tg2 α =
1

cos2 α
;

1+ ctg2 α =
1

sin2 α
i умовну тотожнiсть

tg α · ctg α = 1 , α 6= πn
2 , n ∈ Z ,

яка виконується при cosα 6= 0 i sinα 6= 0 , тобто при
α 6= πn

2 , n ∈ Z (див. мал.):
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cos x = 0

cos x = 0

sin x = 0

sin x = 0

n = . . . ;0;4; . . .

n = . . . ;1;5; . . .

n = . . . ;2;6; . . .

n = . . . ;3;7; . . .
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Приклади

П р и к л а д 1. Знайти tg α , якщо sin α = 1/4 i
5π/2 < α < 3π .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що серед наведених вище
формул вiдсутнє спiввiдношення мiж tgα i sinα . Тому,
використовуючи основну тригонометричну тотожнiсть,
обчислимо спочатку cos α , а потiм скористаємося
означенням тангенса.
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= 0

= 0

+−
− +

cosα < 0

rα

З основної тригонометричної тотож-
ностi випливає рiвнiсть

cos2 α = 1− sin2 α = 1− 1
16 = 15

16 .

Оскiльки 5π/2 < α < 3π , то cosα < 0 .

Отже, cosα =−
√

15/4 .

Нарештi, знаходимо tgα = sinα
cosα = 1

4 :
(

−
√

15
4

)

=− 1√
15

.

В i д п о в i д ь: tg α =−1/
√

15 .
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Приклади

П р и к л а д 2. Знайти sin α , якщо tg α = 2 i
π < α < 3π/2 .

Р о з в’ я з а н н я. Знайдемо спочатку ctgα :
ctgα = 1

tgα = 1
2 .

Тепер, використовуючи тотожнiсть 1+ ctg2 α = 1
sin2 α ,

отримуємо
1

sin2 α = 1+
( 1

2

)2
= 1+ 1

4 = 5
4 ,

звiдки знаходимо sin2 α = 4
5 .

&%
'$rr ��	@@R

= 0 = 0
++

− −

sinα < 0

rα

Оскiльки π < α < 3π/2, то sinα < 0,

тобто sinα =−2/
√

5.

В i д п о в i д ь: sinα =−2/
√

5 .
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Тригонометричнi функцiї суми (рiзницi) кутiв

Наступна група формул дозволяє виразити
тригонометричнi функцiї суми (або рiзницi) кутiв α i β
через функцiї цих кутiв:

sin(α +β ) = sin α cos β + cos α sinβ ;
sin(α −β ) = sin α cos β − cos α sin β ;
cos(α +β ) = cos α cos β − sin α sin β ;
cos(α −β ) = cos α cos β + sin α sin β .

При використаннi формул для тригонометричних
функцiй суми i рiзницi кутiв слiд звернути увагу на
те, що sin(α +β ) 6= sin α + sin β i т.п.
В цьому випадку не можна використовувати
властивiсть a(b+ c) = ab+ac , оскiльки sin – не
множник, а функцiя суми кутiв.
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П р и к л а д 3. Обчислити cos 15◦ .

Р о з в’ я з а н н я. Подамо cos 15◦ у виглядi косинуса
рiзницi:

cos 15◦ = cos(45◦−30◦) = cos 45◦ cos 30◦+ sin 45◦ sin 30◦ .

Тепер значення усiх отриманих виразiв можна знайти в
таблицi значень тригонометричних функцiй. Таким
чином,

cos 15◦ =
√

2
2 ·

√
3

2 +
√

2
2 · 1

2 =
√

6+
√

2
4 .

В i д п о в i д ь: cos 15◦ =
√

6+
√

2
4 .

П р и к л а д 4. Знайти sin(α +β ) , якщо sin α = 3/4 ,
cos β = 4/5 , π/2 < α < π , 0 < β < π/2 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу для синуса
суми, отримуємо sin(α +β ) = sinα cosβ + cosα sinβ =

= 3
4 · 4

5 + cosα sinβ = 3
5 + cosα sinβ .
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Обчислимо cos α , якщо sin α = 3
4 i π/2 < α < π .

&%
'$

r
r��	

@@I

= 0

= 0

+−
− +

cosα < 0

rα

Маємо

cos2 α = 1− sin2 α = 1− 9
16 = 7

16 .

Оскiльки π/2 < α < π , то cosα < 0 .

Отже, cosα =−
√

7/4 .

Обчислимо тепер sin β , якщо cos β = 4
5 i 0 < β < π/2 .

&%
'$rr

@@I���
= 0 = 0

++

− −

sinβ > 0 r β
Аналогiчно маємо

sin2 β = 1− cos2 β = 1− 16
25 = 9

25 .

Оскiльки 0 < β < π/2 , то sinβ > 0 .

Отже, sinβ = 3/5 .
Таким чином,
sin(α +β ) = 3

5 + cosα sinβ = 3
5 −

√
7

4 · 3
5 = 12−3

√
7

20 .

В i д п о в i д ь: 12−3
√

7
20 .
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П р и к л а д 5. Спростити: sin2 α +cos
(π

3 −α
)

cos
(π

3 +α
)

.

Р о з в’ я з а н н я. Перетворимо спочатку вирази
cos

(π
3 −α

)

i cos
(π

3 +α
)

за формулами косинуса рiзницi
i косинуса суми кутiв:

cos
(π

3 −α
)

= cos π
3 cos α + sin π

3 sin α = 1
2 cos α +

√
3

2 sin α =

= 1
2

(

cos α +
√

3sin α
)

,

cos
(π

3 +α
)

= cos π
3 cos α − sin π

3 sin α = 1
2 cos α −

√
3

2 sin α =

= 1
2

(

cos α −
√

3sin α
)

.
Таким чином, справедливi рiвностi
sin2 α + cos

(π
3 −α

)

cos
(π

3 +α
)

=

= sin2 α + 1
2

(

cos α +
√

3sin α
) 1

2

(

cos α −
√

3sin α
)

=

= sin2 α + 1
4

(

cos2 α −3sin2 α
)

=

= sin2 α + 1
4 cos2 α − 3

4 sin2 α = 1
4 sin2 α + 1

4 cos2 α =

= 1
4

(

sin2 α + cos2 α
)

= 1
4 = 0,25 .

В i д п о в i д ь: 0,25 .
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Формули подвiйного кута

Встановимо формули косинуса подвiйного кута.
Використовуючи формулу для косинуса суми, отримуємо:

cos 2α = cos(α +α) = cos α cos α − sin α sin α =

= cos2 α − sin2 α .
Часто необхiдно виразити косинус подвiйного кута через
одну тригонометричну функцiю.
Використовуючи основну тригонометричну тотожнiсть,
виражаємо cos 2α через cos α :

cos 2α = cos2 α − sin2 α = cos2 α − (1− cos2 α) =

= cos2 α −1+ cos2 α = 2cos2 α −1 .
Виразимо також cos 2α через sin α :

cos 2α = cos2 α − sin2 α = 1− sin2 α − sin2 α = 1−2sin2 α .

Аналогiчно, використовуючи формулу для синуса суми,
виражаємо синус подвiйного кута:

sin 2α = sin(α+α) = sin α cos α+cos α sin α = 2sin α cos α .
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Формули подвiйного кута

Таким чином, формули подвiйного кута дозволяють
переходити до тригонометричних функцiй у два рази
меншого кута:

cos 2α = cos2 α − sin2 α = 2cos2 α −1 = 1−2sin2 α ;

sin 2α = 2sin α cos α .

Вiдзначимо, що формулами подвiйного кута можна
користуватися не тiльки для кута 2α , але i для
будь-яких iнших кутiв. При цьому, слiд звернути
увагу на те, що, наприклад,
sin 4α 6= 4 sin α cos α (!) або
cos 4α 6= cos4 α − sin4 α (!) i т.п.
Так, перетворюючи sin 4α за формулою синуса
подвiйного кута, отримуємо
sin 4α = sin(2 · (2α)) = 2sin 2α cos 2α .
Аналогiчно отримуємо
cos 4α = cos2 2α−sin2 2α = 2cos2 2α−1= 1−2sin2 2α .
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Формули половинного кута (пониження степеня)
Виразимо cos α за формулами косинуса подвiйного кута.
Оскiльки за допомогою формул подвiйного кута перехiд
здiйснюється до тригонометричних функцiй у два рази
меншого кута, то, зокрема, маємо

cos α = 1−2sin2 α
2 або cos α = 2cos2 α

2 −1 .

Виражаючи з цих рiвностей sin2 α
2 i cos2 α

2 , отримуємо
вiдповiдно тотожностi

sin2 α
2
=

1− cos α
2

, cos2 α
2
=

1+ cos α
2

,

з яких також випливають тотожностi

tg2 α
2
=

1− cos α
1+ cos α

, ctg2 α
2
=

1+ cos α
1− cos α

.

Отриманi тотожностi називають формулами
половинного кута. Їх називають також формулами
пониження степеня, оскiльки при замiнi виразiв з лiвих
частин формул виразами, що мiстяться в правих
частинах, степенi зменшуються.
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Формули половинного кута

Таким чином, формули половинного кута, якi
випливають з формул для косинуса подвiйного кута,
дозволяють переходити до тригонометричених функцiй
бiльшого кута з пониженням степеня виразу (при цьому
усi тригонометричнi функцiї виражаються через одну
функцiю – косинус кута, який вдвiчi бiльший вiд
заданого):

sin2 α
2
=

1− cos α
2

; cos2 α
2
=

1+ cos α
2

;

tg2 α
2
=

1− cos α
1+ cos α

; ctg2 α
2
=

1+ cos α
1− cos α

.

Вiдзначимо також формули, якi безпосередньо
виражають тангенс i котангенс половинного кута α/2
(а не квадрати цих функцiй) через функцiї кута α :

tg
α
2
=

sin α
1+ cos α

; ctg
α
2
=

sin α
1− cos α

.
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Приклади

П р и к л а д 6. Знайти sin α
2 , якщо sin α = 1/4 i

5π/2 < α < 3π .
Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу синуса
половинного кута sin2 α

2 = 1−cos α
2 i значення

cos α =−
√

15/4 , обчислене при розв’язаннi приклада 1,

отримуємо sin2 α
2 = 1

2

(

1+
√

15
4

)

= 4+
√

15
8 .

Щоб визначити знак виразу sin α
2 , скористаємося

&%
'$rr ��	

���
= 0

= 0
++

− −

sin(α/2)< 0

r
α/2

умовою 5π/2 < α < 3π . Дiлячи усi
частини цiєї подвiйної нерiвностi на
2, отримуємо 5π/4 < α/2 < 3π/2 ,
тобто кут α/2 належить третiй чвертi
одиничного кола. Тому sin α

2 < 0 .

Отже, sin α
2 =−

√

4+
√

15
8 .

В i д п о в i д ь: sin α
2 =−

√

4+
√

15
8 .
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Приклади
В прикладi 3 обчислено cos 15◦ за допомогою формули
косинуса рiзницi. Обчислимо також cos 15◦ за
допомогою формули косинуса половинного кута.

П р и к л а д 7. Обчислити cos 15◦ .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу косинуса
половинного кута cos2 α

2 = 1+cos α
2 , отримуємо

cos2 15◦ = 1+cos 30◦
2 = 1

2

(

1+
√

3
2

)

= 2+
√

3
4 .

Оскiльки cos 15◦ > 0 , то cos 15◦ =
√

2+
√

3
2 .

В i д п о в i д ь: cos 15◦ =
√

2+
√

3
2 .

Зазначимо, що значення cos 15◦ =
√

2+
√

3
2 дорiвнює

значенню cos 15◦ =
√

6+
√

2
4 , отриманому в прикладi 3,

оскiльки дорiвнюють квадрати цих додатнiх чисел:
(√

6+
√

2
4

)2
= 6+2

√
12+2

16 = 8+4
√

3
16 = 2+

√
3

4 =
(

√
2+

√
3

2

)2
.
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Приклади

П р и к л а д 8. Вiдомо, що sin α + cos α = a .
Знайти: а) sin 2α ; б) sin4 α + cos4 α .

Р о з в’ я з а н н я. Маємо:
а) sin 2α = 2sin α cos α =

= (sin α + cos α)2 − (sin2 α + cos2 α) = a2 −1 .

б) sin4 α + cos4 α = (sin2 α + cos2 α)2 −2sin2 α cos2 α =

= 1− 1
2(2sin α cos α)2 .

Тепер, використовуючи отриману у попередньому
пунктi розв’язанння рiвнiсть 2sin α cos α = a2 −1 ,
остаточно отримуємо

sin4 α + cos4 α = 1− 1
2(a

2 −1)2 .

В i д п о в i д ь: а) a2 −1 ; б) 1− 1
2(a

2 −1)2 .
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Формули потрiйного кута

Подiбно до формул подвiйного кута встановлюються
формули для тригонометричних функцiй потрiйного
кута.

Використовуючи формулу для синуса суми, а також
формули подвiйного кута, отримуємо вираз синуса
потрiйного кута:

sin 3α = sin(2α +α) = sin 2α cos α + cos 2α sin α =

= (2sin α cos α)cos α +(1−2sin2 α)sin α =

= 2sin α cos2 α + sin α −2sin3 α =

= 2sin α(1− sin2 α)+ sin α −2sin3 α =

= 2sin α −2sin3 α + sin α −2sin3 α = 3sin α −4sin3 α .

Аналогiчно встановлюється формула для косинуса
потрiйного кута:

cos 3α = 4cos3 α −3cos α .
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Формули зведення
Формули зведення дозволяють виразити тригономе-
тричнi функцiї кутiв π

2 ±α , π ±α , 3π
2 ±α i т.п. через

тригонометричнi функцiї кута α .
Вiдмiтимо на одиничному колi точку Pα(x0,y0), для

якої кут α ∈ (0;π/2) , а
також точку Pπ−α , отриману
в результатi повороту точки
P0(1;0) на кут π −α .
Оскiльки точки Pα i Pπ−α
симетричнi вiдносно осi Oy,
то точка Pπ−α має коорди-
нати (−x0,y0).

Тодi за означенням sin(π −α) = y0 = sin α ,
cos(π −α) =−x0 =−cos α ,

tg(π −α) = sin(π−α)
cos(π−α) =

sin α
−cos α =− tg α ,

ctg(π −α) = cos(π−α)
sin(π−α) =

−cos α
sin α =−ctg α .
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Формули зведення

Аналогiчно встановлюються iншi формули зведення, якi
виражають тригонометричнi функцiї деяких
спецiальних "складних" кутiв через тригонометричнi
функцiї вiдповiдних гострих кутiв. Нижче в таблицi
мiстяться основнi формули зведення (зазначимо, що цi
формули справедливi не тiльки для гострого кута α , але
i для довiльного α 6= πn

2 , n ∈ Z) .
Функцiя Кут β

Функцiя не змiнюється Функцiя змiнюється

−α π −α π +α π
2 −α π

2 +α 3π
2 −α 3π

2 +α
sin β −sin α sin α −sin α cos α cos α −cos α −cos α
cos β cos α −cos α −cos α sin α −sin α −sin α sin α
tg β −tg α −tg α tg α ctg α −ctg α ctg α −ctg α
ctg β −ctg α −ctg α ctg α tg α −tg α tg α −tg α

Наприклад, перетворимо вираз cos(π +α) . На перетинi
рядка "cos β" i стовпчика "π +α" знаходимо результат:
cos(π +α) =−cos α .
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Формули зведення

Сформулюємо правила запам’ятовування формул зведення:

при перетвореннi тригонометричної функцiї кутiв
π ±α в функцiю кута α сама функцiя не змiню-
ється. Навпаки, при перетвореннi тригонометричної
функцiї кутiв π

2 ±α , 3π
2 ±α в функцiю кута α

початкова функцiя змiнюється
(синус змiнюється на косинус, косинус – на синус,
тангенс – на котангенс, котангенс – на тангенс);
знак в правiй частинi кожної формули зведення
спiвпадає зi знаком початкової функцiї, що мiс-
титься в лiвiй частинi формули, в тiй чвертi оди-
ничного кола, в якiй знаходиться початковий кут
π
2 ±α , π ±α або 3π

2 ±α при гострому кутi α .

&%
'$
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tg
ctg cos

На мал. вказано функцiї, що приймають
додатнi значення у вiдповiдних чвертях
одиничного кола.
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Формули зведення

Наприклад, випишемо такi формули зведення:
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ctg cosrπ +α

sin(π +α) =−sin α ,
cos(π +α) =−cos α ,
tg(π +α) = tg α ,
ctg(π +α) = ctg α ;
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усisin
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ctg cos

rπ
2 +α sin

(π
2 +α

)

= cos α ,

cos
(π

2 +α
)

=−sin α ,

tg
(π

2 +α
)

=−ctg α ,

ctg
(π

2 +α
)

=− tg α ;
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2 +α

sin
( 3π

2 +α
)

=−cos α ,

cos
( 3π

2 +α
)

= sin α ,

tg
( 3π

2 +α
)

=−ctg α ,

ctg
( 3π

2 +α
)

=− tg α .
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Приклади

П р и к л а д 9. Обчислити: cos 120◦ .
Р о з в’ я з а н н я. Маємо cos 120◦ = cos(180◦−60◦) =
= cos

(

π − π
3

)

=−cos π
3 =−cos 60◦ =− 1

2 .

В i д п о в i д ь: cos 120◦ =−0,5 .

П р и к л а д 10. Спростити:
sin(5π +α)+ cos (270◦+α)− ctg

(π
2 +α

)

.

Р о з в’ я з а н н я. Подамо перший доданок у виглядi:
sin(5π +α) = sin(4π +π +α) . Далi, враховуючи, що
число 4π є перiодом функцiї y = sin x , отримуємо
рiвнiсть sin(4π +π +α) = sin(π +α) . Тепер за
формулами зведення маємо: sin(π +α) =−sin α ,
cos (270◦+α) = cos

( 3π
2 +α

)

= sin α , ctg
(π

2 +α
)

=− tg α .
Отже, остаточно отримуємо
sin(5π +α)+ cos (270◦+α)− ctg

(π
2 +α

)

=

=−sin α + sin α − (− tg α) = tg α .
В i д п о в i д ь: tg α .
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Формули перетворення суми (рiзницi)

тригонометричних функцiй в добуток

Перетворенню суми (або рiзницi) тригонометричних
функцiй в добуток слугує вiдповiдна група формул:

sin α + sin β = 2 sin α+β
2 cos α−β

2 ,

sin α − sin β = 2 cos α+β
2 sin α−β

2 ,

cos α + cos β = 2 cos α+β
2 cos α−β

2 ,

cos α − cos β =−2 sin α+β
2 sin α−β

2 .

Нагадаємо, що sin α + sin β 6= sin(α +β ) ,
sin α − sin β 6= sin(α −β ) i т.п. В цих формулах sin
не можна винести за дужки, оскiльки sin є не
спiльним множником, а функцiєю вiд вiдповiдних
кутiв.
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Приклад

П р и к л а д 11. Спростити:
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cos α +3cos 2α + cos 3α

.

Р о з в’ я з а н н я. Групуючи в чисельнику i знаменнику
перший доданок з третiм, а потiм перетворюючи
записанi в дужках суми в добуток, отримуємо

sin α +3sin 2α + sin 3α
cos α +3cos 2α + cos 3α

=

(

sin 3α + sin α
)

+3sin 2α
(

cos 3α + cos α
)

+3cos 2α
=

=
2 sin 3α+α

2 cos 3α−α
2 +3sin 2α

2 cos 3α+α
2 cos 3α−α

2 +3cos 2α
=

2 sin 2α cos α +3sin 2α
2 cos 2α cos α +3cos 2α

.
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множник sin 2α , а в знаменнику – cos 2α , отримуємо:

sin 2α
(

2 cos α +3
)

cos 2α
(

2 cos α +3
) =

sin 2α
cos 2α

= tg 2α .

В i д п о в i д ь: tg 2α .
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Формули перетворення добутку тригонометричних

функцiй в суму

З формул перетворення суми (рiзницi)
тригонометричних функцiй в добуток випливають
формули перетворення добутку тригонометричних
функцiй в суму:

sin α cos β = 1
2

(

sin(α +β )+ sin(α −β )
)

,

cos α cos β = 1
2

(

cos(α +β )+ cos(α −β )
)

,

sin α sin β = 1
2

(

cos(α −β )− cos(α +β )
)

.

В наступному прикладi розглядається вираз, значення
якого обчислене ранiше в прикладi 5.
Тут ми розглянемо бiльш швидкий спосiб розв’язання,
який використовує формулу перетворення добутку
косинусiв в суму.
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Приклад

П р и к л а д 12. Спростити: sin2 α +cos
(π

3 −α
)

cos
(π

3 +α
)

.
Р о з в’ я з а н н я. Перетворимо добуток косинусiв за
формулою cos α cos β = 1

2

(

cos(α +β )+ cos(α −β )
)

,

а саме: cos
(π

3 −α
)

cos
(π

3 +α
)

=

= 1
2

(

cos
(π

3 −α + π
3 +α

)

+ cos
(π

3 −α − π
3 −α

)

)

=

= 1
2

(

cos 2π
3 + cos(−2α)

)

= 1
2

(

cos 2α − 1
2

)

(ми скористались також властивiстю парностi косинуса i
тим, що cos 2π

3 =− 1
2 ).

Повертаючись тепер до початкового виразу i викорис-
товуючи також формулу косинуса подвiйного кута
cos 2α = 1−2sin2 α , отримуємо

sin2 α + cos
(π

3 −α
)

cos
(π

3 +α
)

= sin2 α + 1
2

(

cos 2α − 1
2

)

=

= sin2 α + 1
2

(

1−2sin2 α − 1
2

)

= sin2 α + 1
2

( 1
2 −2sin2 α

)

=

= sin2 α + 1
4 − sin2 α = 1

4 .

В i д п о в i д ь: 0,25 .
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Вирази тригонометричних функцiй через тангенс

половинного кута

Вiдзначимо ще ряд важливих формул, що є умовними
тотожностями (в них областi визначення лiвої i правої
частин рiвностей рiзнi).
Такими, зокрема, є вирази тригонометричних функцiй
через тангенс половинного кута:

sin α =
2tg(α/2)

1+ tg2 (α/2)
, α 6= π +2πn,n ∈ Z ;

cos α =
1− tg2 (α/2)
1+ tg2 (α/2)

, α 6= π +2πn,n ∈ Z .

Очевидно, що в наведених формулах sin α i cos α
визначенi при всiх α ∈ R в той час, як правi частини
цих формул мiстять тангенс, який визначений не при
всiх α . Умови, при яких виконуються цi рiвностi,
вказанi поруч iз самими формулами.
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Вирази тригонометричних функцiй через тангенс

половинного кута

З наведених виразiв sin α i cos α випливає наступна
умовна тотожнiсть:

tgα =
2tg(α/2)

1− tg2 (α/2)
, α 6= π

2 +πn , α 6= π +2πn,n ∈ Z ,

в якiй область визначення лiвої частини рiвностi
(α 6= π

2 +πn , n ∈ Z) ширша, нiж область визначення його
правої частини (тут є додаткова умова
α 6= π +2πn,n ∈ Z).

А ось формула, яка виражає котангенс через тангенс
половинного кута:

ctgα =
1− tg2 (α/2)

2tg(α/2)
,

навпаки, є абсолютною тотожнiстю. Дiйсно, обидвi
частини цiєї рiвностi визначенi при α 6= πn,n ∈ Z , тобто
їх областi визначення спiвпадають.
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Приклад

П р и к л а д 13. Обчислити:
4

sin 2α
−3tg 2α , якщо

tg α = 2 .

Р о з в’ я з а н н я. Вiдзначимо, що для кута 2α
половинним кутом є α . Тому

sin 2α =
2tgα

1+ tg2 α
=

2 ·2
1+22 =

4
5

,

tg2α =
2tgα

1− tg2 α
=

2 ·2
1−22 =−4

3
.

Пiдставляючи тепер числовi значення sin 2α i tg2α в
початковий вираз, отримуємо:

4
sin 2α

−3tg 2α = 4 :
4
5
−3 ·

(

−4
3

)

= 4 · 5
4
+4 = 5+4 = 9 .

В i д п о в i д ь: 9 .
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Формула тангенса суми (рiзницi) кутiв

Також не є абсолютними тотожностями формули
тангенса суми або рiзницi кутiв:

tg(α +β ) =
tgα + tgβ

1− tgα tgβ
, α,β ,α +β 6= π

2 +πn,n ∈ Z ,

tg(α −β ) =
tgα − tgβ

1+ tgα tgβ
, α,β ,α −β 6= π

2 +πn,n ∈ Z .

Очевидно, що правi частини наведених формул, якi
мiстять tg α i tg β , потребують додаткових
(у порiвняннi з лiвими частинами) обмежень на їх
область визначення: α,β 6= π

2 +πn , n ∈ Z .

Пiдкреслимо, що безграмотне використання при
розв’язаннi рiвнянь i нерiвностей формул, якi не є
абсолютними тотожностями, веде до нерiвносиль-
них перетворень, тобто або до втрати розв’язкiв,
або до появи стороннiх розв’язкiв.
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Формула тангенса суми (рiзницi) кутiв

Також не є абсолютними тотожностями формули
тангенса суми або рiзницi кутiв:

tg(α +β ) =
tgα + tgβ

1− tgα tgβ
, α,β ,α +β 6= π

2 +πn,n ∈ Z ,

tg(α −β ) =
tgα − tgβ

1+ tgα tgβ
, α,β ,α −β 6= π

2 +πn,n ∈ Z .

Очевидно, що правi частини наведених формул, якi
мiстять tg α i tg β , потребують додаткових
(у порiвняннi з лiвими частинами) обмежень на їх
область визначення: α,β 6= π

2 +πn , n ∈ Z .

Пiдкреслимо, що безграмотне використання при
розв’язаннi рiвнянь i нерiвностей формул, якi не є
абсолютними тотожностями, веде до нерiвносиль-
них перетворень, тобто або до втрати розв’язкiв,
або до появи стороннiх розв’язкiв.
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