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Оберненi функцiї Приклади

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Оберненi функцiї Приклади Означення i графiки Властивостi

Функцiя y = arcsin x
За означенням при a ∈ [−1;1]:

arcsin a = α ⇐⇒
{

α ∈ [−π
2 ,

π
2 ] ,

sin α = a .
arcsin a не визначений при a ∈ (−∞,−1)∪ (1,∞) !

Графiк функцiї y = arcsin x зображено на мал.:
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Область визначення

D(y) = [−1;1] ;
Область значень

E(y) = [−π
2 ; π

2 ] .

Справедливе спiввiдношення:

arcsin(−x) =−arcsin x при усiх x ∈ [−1;1] ,

тобто функцiя y = arcsin x є непарною.
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Функцiя y = arccos x
За означенням при a ∈ [−1;1]:

arccos a = α ⇐⇒
{

α ∈ [0,π] ,
cos α = a .

arccos a не визначений при a ∈ (−∞,−1)∪ (1,∞) !

Графiк функцiї y = arccos x зображено на мал.:
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Область визначення

D(y) = [−1;1] ;
Область значень

E(y) = [0;π] .

Справедливе спiввiдношення:

arccos(−a) = π − arccos a при усiх x ∈ [−1;1] ,

тобто функцiя y = arccos x не є нi парною, нi непарною.
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Функцiя y = arctgx
За означенням

arctg a = α ⇐⇒
{

α ∈ (−π
2 ,

π
2 ) ,

tg α = a .
Графiк функцiї y = arctg x зображено на мал.:
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Область визначення

D(y) = R ;

Область значень

E(y) = (−π
2 ; π

2 ) .

Справедливе спiввiдношення:

arctg (−x) =−arctg x при усiх x ∈ R ,

тобто функцiя y = arctg x є непарною.

ЗФМШ, Kиїв Оберненi тригонометричнi функцiї



Оберненi функцiї Приклади Означення i графiки Властивостi

Функцiя y = arctgx
За означенням

arctg a = α ⇐⇒
{

α ∈ (−π
2 ,

π
2 ) ,

tg α = a .
Графiк функцiї y = arctg x зображено на мал.:

-

6

d

d
x

π
2

O

−π
2

y

Область визначення

D(y) = R ;

Область значень

E(y) = (−π
2 ; π

2 ) .

Справедливе спiввiдношення:

arctg (−x) =−arctg x при усiх x ∈ R ,

тобто функцiя y = arctg x є непарною.

ЗФМШ, Kиїв Оберненi тригонометричнi функцiї



Оберненi функцiї Приклади Означення i графiки Властивостi

Функцiя y = arctgx
За означенням

arctg a = α ⇐⇒
{

α ∈ (−π
2 ,

π
2 ) ,

tg α = a .
Графiк функцiї y = arctg x зображено на мал.:

-

6

d

d
x

π
2

O

−π
2

y

Область визначення

D(y) = R ;

Область значень

E(y) = (−π
2 ; π

2 ) .

Справедливе спiввiдношення:

arctg (−x) =−arctg x при усiх x ∈ R ,

тобто функцiя y = arctg x є непарною.

ЗФМШ, Kиїв Оберненi тригонометричнi функцiї



Оберненi функцiї Приклади Означення i графiки Властивостi

Функцiя y = arcctgx
За означенням

arcctg a = α ⇐⇒
{

α ∈ (0,π) ,
ctg α = a .

Графiк функцiї y = arcctg x зображено на мал.:

-

6

d

d
s

x

π
2

O

π
y

Область визначення

D(y) = R ;

Область значень

E(y) = (0;π) .

Справедливе спiввiдношення:

arcctg (−x) = π − arcctg x при усiх x ∈ R ,

тобто функцiя y = arcctg x не є нi парною, нi непарною.

ЗФМШ, Kиїв Оберненi тригонометричнi функцiї



Оберненi функцiї Приклади Означення i графiки Властивостi

Функцiя y = arcctgx
За означенням

arcctg a = α ⇐⇒
{

α ∈ (0,π) ,
ctg α = a .

Графiк функцiї y = arcctg x зображено на мал.:

-

6

d

d
s

x

π
2

O

π
y

Область визначення

D(y) = R ;

Область значень

E(y) = (0;π) .

Справедливе спiввiдношення:

arcctg (−x) = π − arcctg x при усiх x ∈ R ,

тобто функцiя y = arcctg x не є нi парною, нi непарною.

ЗФМШ, Kиїв Оберненi тригонометричнi функцiї



Оберненi функцiї Приклади Означення i графiки Властивостi

Функцiя y = arcctgx
За означенням

arcctg a = α ⇐⇒
{

α ∈ (0,π) ,
ctg α = a .

Графiк функцiї y = arcctg x зображено на мал.:

-

6

d

d
s

x

π
2

O

π
y

Область визначення

D(y) = R ;

Область значень

E(y) = (0;π) .

Справедливе спiввiдношення:

arcctg (−x) = π − arcctg x при усiх x ∈ R ,

тобто функцiя y = arcctg x не є нi парною, нi непарною.

ЗФМШ, Kиїв Оберненi тригонометричнi функцiї



Оберненi функцiї Приклади Означення i графiки Властивостi

Деякi властивостi обернених тригонометричних

функцiй

Отже, функцiї y = arcsin x i y = arctg x є непарними,
оскiльки:

arcsin(−x) =−arcsin x при усiх x ∈ [−1;1] ,
arctg (−x) =−arctg x при усiх x ∈ R .

У той же час, функцiї y = arccos x i y = arcctg x не є нi
парними, нi непарними. Для них справедливi
спiввiдношення:

arccos(−x) = π − arccos x при усiх x ∈ [−1;1] ,
arcctg (−x) = π − arcctg x при усiх x ∈ R .
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Деякi властивостi обернених тригонометричних

функцiй

З означення обернених тригонометричних функцiй
випливають рiвностi:

sin(arcsin a) = a , cos(arccos a) = a при усiх a ∈ [−1;1] ;
tg(arctg a) = a , ctg(arcctg a) = a при усiх a ∈ R .

Крiм того, для будь-якого α ∈ (0; π
2 ) справедливi

рiвностi:

arcsin(sin α) = α ; arccos(cos α) = α ;
arctg (tg α) = α ; arcctg (ctg α) = α .

Зазначимо, що останнi рiвностi, як правило, не
виконуються у випадку, коли α не є гострим
кутом. Так, наприклад, arcsin

(

sin 5π
6

)

6= 5π
6 !

Дiйсно, sin 5π
6 = sin

(

π − π
6

)

= sin π
6 = 1

2 . Тому

arcsin
(

sin 5π
6

)

= arcsin 1
2 = π

6 .
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Приклади

П р и к л а д 1. Обчислити: arctg (−
√

3)+ arccos
(

−
√

3
2

)

.

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки функцiя y = arctg x є
непарною, то arctg (−

√
3) =−arctg

√
3 =−π

3 .
Використовуючи вiдповiдну властивiсть арккосинуса,

отримуємо arccos
(

−
√

3
2

)

= π − arccos
√

3
2 = π − π

6 = 5π
6 .

Отже, маємо

arctg (−
√

3)+ arccos
(

−
√

3
2

)

=−π
3 +

5π
6 = −2π+5π

6 = 3π
6 = π

2 .

В i д п о в i д ь: π
2 .

П р и к л а д 2. Обчислити: arcctg
(

ctg (−π
3 )
)

.

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки функцiя y = ctg x є
непарною, то ctg (−π

3 ) =−ctg π
3 =− 1√

3
.

Тепер, використовуючи вiдповiдну властивiсть
арккотангенса, отримуємо arcctg

(

ctg (−π
3 )
)

=

= arcctg
(

− 1√
3

)

= π − arcctg 1√
3
= π − π

3 = 2π
3 .

В i д п о в i д ь: 2π
3 .
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5

)
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Далi, враховуючи непарнiсть арксинуса, маємо
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(

sin 6π
5

)
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(

−sin π
5

)

=−arcsin
(

sin π
5

)

=−π
5

(оскiльки π/5 – гострий кут) .

В i д п о в i д ь: −π
5 .

П р и к л а д 4. Обчислити: arccos
(

cos 6π
5

)

.

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи одну з формул
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зведення, отримуємо cos 6π

5 = cos
(

π + π
5

)

=−cos π
5 .

Далi, враховуючи вiдповiдну властивiсть арккосинуса,
маємо arccos

(

cos 6π
5

)

= arccos
(

−cos π
5

)

=

= π − arccos
(

cos π
5

)

= π − π
5 = 4π

5

(оскiльки π/5 – гострий кут) .

В i д п о в i д ь: 4π
5 .
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Приклади

П р и к л а д 3. Обчислити: arcsin
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5
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Приклади

П р и к л а д 5. Знайти sin
( 1

2 arcsin 1
4

)

.

Р о з в’ я з а н н я. Позначимо arcsin 1
4 = α . За означен-

ням арксинуса маємо sin α = 1/4 i α ∈ [−π/2;π/2] .
Проте зазначимо, що оскiльки sinα додатнiй i не
рiвний 1, то насправдi α ∈ (0;π/2).
Таким чином, необхiдно знайти sin α

2 , якщо
sinα = 1/4 i 0 < α < π/2 .

Оскiльки тепер 0 < α/2 < π/4 , то sin α
2 =

√

1−cosα
2 .

В свою чергу, cosα =
√

1− sin2 α =
√

1− 1
16 =

√
15
4 .

Отже,

sin α
2 =

√

1
2

(

1−
√

15
4

)

=

√

4−
√

15
8 .

В i д п о в i д ь: sin
( 1

2 arcsin 1
4

)

=

√

4−
√

15
8 .
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П р и к л а д 6 (Пробне тестування ЗНО, 2016 р.).
Обчислiть tg α , якщо 4sin α − cos α = 2cos α − sin α .

Р о з в’ я з а н н я. 4sin α − cos α = 2cos α − sin α ⇐⇒
⇐⇒ 5sin α = 3cos α , звiдки маємо sin α

cos α = 3
5 , тобто

tg α = 0,6 .

В i д п о в i д ь: 0,6 .

П р и к л а д 7 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2009 р.).
Знайти cos α , якщо sin α = 0,8 i π/2 < α < π .

Р о з в’ я з а н н я. З основної тригонометричної тотож-

&%
'$

r
r��	

@@I

= 0

= 0

+−
− +

cosα < 0

rα

ностi випливає рiвнiсть

cos2 α = 1− sin2 α = 1−0,64 = 0,36 .

Оскiльки π/2 < α < π , то cosα < 0 .

Отже, cosα =−0,6 .

В i д п о в i д ь: −0,6 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 8 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2008 р.).

Обчислiть 2
√

13 cos
(

arctg 2
3

)

.

Р о з в’ я з а н н я. Позначимо arctg 2
3 = α . За означенням

арктангенса маємо tg α = 2/3 i α ∈ (−π/2;π/2) .
Оскiльки tg α додатнiй, то насправдi α ∈ (0;π/2).
Отже, необхiдно обчислити 2

√
13 cos α , якщо

tg α = 2/3 i 0 < α < π/2 .

Використовуючи тотожнiсть 1+ tg2 α = 1
cos2 α ,

обчислюємо 1
cos2 α = 1+ 4

9 = 13
9 , звiдки cos2 α = 9

13 i

cos α = 3√
13

, оскiльки cos α > 0 для α ∈ (0;π/2) .

Таким чином,

2
√

13 cos α = 2
√

13 · 3√
13

= 6 .

В i д п о в i д ь: 6 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 8 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2008 р.).

Обчислiть 2
√

13 cos
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arctg 2
3

)

.

Р о з в’ я з а н н я. Позначимо arctg 2
3 = α . За означенням
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П р и к л а д 8 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2008 р.).
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Обчислiть 2
√

13 cos
(

arctg 2
3

)

.

Р о з в’ я з а н н я. Позначимо arctg 2
3 = α . За означенням

арктангенса маємо tg α = 2/3 i α ∈ (−π/2;π/2) .
Оскiльки tg α додатнiй, то насправдi α ∈ (0;π/2).
Отже, необхiдно обчислити 2

√
13 cos α , якщо

tg α = 2/3 i 0 < α < π/2 .

Використовуючи тотожнiсть 1+ tg2 α = 1
cos2 α ,

обчислюємо 1
cos2 α = 1+ 4

9 = 13
9 , звiдки cos2 α = 9

13 i

cos α = 3√
13

, оскiльки cos α > 0 для α ∈ (0;π/2) .

Таким чином,

2
√

13 cos α = 2
√

13 · 3√
13

= 6 .

В i д п о в i д ь: 6 .

ЗФМШ, Kиїв Оберненi тригонометричнi функцiї



Оберненi функцiї Приклади Приклади Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 9 (Пробне тестування ЗНО, 2011 р.). Знайти
значення виразу tg2 α + ctg2 α , якщо tg α − ctg α = 4 .

Р о з в’ я з а н н я. З рiвностi tg α − ctg α = 4 випливає
рiвнiсть (tg α − ctg α)2 = 16 , тобто
tg2 α −2tg α ctg α + ctg2 α = 16 , звiдки знаходимо

tg2 α + ctg2 α = 16+2tg α ctg α = 16+2 = 18 .

В i д п о в i д ь: 18 .

П р и к л а д 10 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2013 р.).
Спростiть вираз sin2 α (1− ctg2 α) .

Р о з в’ я з а н н я. Спрощення виконуємо при допустимих
значеннях α , тобто на областi визначення виразу.
Маємо

sin2 α (1− ctg2 α) = sin2 α
(

1− cos2 α
sin2 α

)

= sin2 α − cos2 α =

=−(cos2 α − sin2 α) =−cos 2α .

В i д п о в i д ь: −cos 2α .
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П р и к л а д 11 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2008 р.).
Знайдiть значення виразу cos4 π

12 − sin4 π
12 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи послiдовно формулу
рiзницi квадратiв, основну тригонометричну тотожнiсть
i формулу косинуса подвiйного кута, отримуємо

cos4 π
12 − sin4 π

12 =
(

cos2 π
12 − sin2 π

12

)(

cos2 π
12 + sin2 π

12

)

=

= cos2 π
12 − sin2 π

12 = cos π
6 =

√
3

2 .

В i д п о в i д ь:
√

3/2 .

П р и к л а д 12 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2007 р.).
Обчислiть 2sin 15◦ cos 15◦ tg 30◦ ctg 30◦ .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу синуса
подвiйного кута i рiвнiсть tg 30◦ ctg 30◦ = 1, отримуємо

2sin 15◦ cos 15◦ tg 30◦ ctg 30◦ =
=
(

2sin 15◦ cos 15◦
)(

tg 30◦ ctg 30◦
)

=
(

sin 30◦
)

·1 = 0,5 .

В i д п о в i д ь: 0,5 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 13 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2010 р.).
Обчислiть sin 210◦ .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи вiдповiдну формулу
зведення, отримуємо

sin 210◦ = sin(180◦+30◦) =−sin 30◦ =−0,5 .

В i д п о в i д ь: −0,5 .

П р и к л а д 14 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2006 р.).
Обчислiть значення виразу sin α + sin β , якщо
α −β = 180◦ .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу
перетворення суми синусiв у добуток i враховуючи, що

α −β = 180◦ , отримуємо

sin α + sin β = 2 sin α+β
2 cos α−β

2 = 2 sin α+β
2 cos 90◦ = 0 .

В i д п о в i д ь: 0 .
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α −β = 180◦ , отримуємо

sin α + sin β = 2 sin α+β
2 cos α−β

2 = 2 sin α+β
2 cos 90◦ = 0 .

В i д п о в i д ь: 0 .
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П р и к л а д 15 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2006 р.).
Обчислiть значення виразу sin 2α , якщо ctg α =−1 .

Р о з в’ я з а н н я. Зауважимо, що tg α = 1/ctg α =−1 .
Тепер, виражаючи синус через тангенс половинного
кута i враховуючи, що для кута 2α половинним кутом
є α , отримуємо

sin 2α =
2tgα

1+ tg2 α
=

2 · (−1)
1+(−1)2 =

−2
2

=−1 .

В i д п о в i д ь: −1 .
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