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Рiвняння

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Розглянемо деякi типи тригонометричних рiвнянь i
способи їх розв’язання, а саме:

рiвняння, рацiональнi вiдносно основних
тригонометричних функцiй, що розв’язуються за
допомогою найпростiших замiн змiнних;

однорiднi рiвняння i рiвняння, що зводяться до
однорiдних;

рiвняння, що розв’язуються шляхом розкладу на
множники вiдповiдних тригонометричних виразiв;

рiвняння asin t +bcos t = c , яке розв’язується
введенням допомiжного кута.
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Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Рiвняння, рацiональнi вiдносно основних

тригонометричних функцiй (найпростiшi замiни

змiнних)

П р и к л а д 1. Розв’язати рiвняння 2sin2 x+3sinx+1 = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. В результатi очевидної замiни t = sinx
отримуємо квадратне рiвняння

2t2 +3t +1 = 0 ⇐⇒
[

t =−1,
t =−1/2.

Далi пiсля зворотньої замiни t = sinx маємо сукупнiсть
найпростiших рiвнянь
[

sinx =−1 ,
sinx =−1/2 .

Випишемо розв’язки цих рiвнянь:

&%
'$

r
@@I sin x =−1

++

− −
sin x =−1 ⇐⇒ x =−π

2 +2πn , n∈Z .
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Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Найпростiшi замiни змiнних

sin x =−1/2 ⇐⇒
[

x =−π
6 +2πm, m ∈ Z ,

x = 7π
6 +2πk, k ∈ Z .

&%
'$
r rαπ + |α|

0π
α = arcsin(− 1

2) =−arcsin 1
2 =−π

6 ,

π + |α|= π + π
6 = 7π

6

(ми записали розв’язки рiвняння sinx =−1/2 у виглядi
двох перiодичних серiй).
Отже,
[

sinx =−1 ,
sinx =−1/2 .

⇐⇒







x =−π
2 +2πn, n ∈ Z ,

x =−π
6 +2πm, m ∈ Z ,

x = 7π
6 +2πk, k ∈ Z

В i д п о в i д ь: x =−π
2
+2πn , n ∈ Z ;

x =−π
6
+2πm , m ∈ Z ; x =

7π
6

+2πk , k ∈ Z .
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Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Найпростiшi замiни змiнних

Iншi рiвняння такого типу мiстять квадрат косинуса i
синус одного кута (наприклад, 2cos2 x = 3+3sinx) або
квадрат синуса i косинус одного кута (наприклад,
2sin2 4x = 3+3cos4x), або косинус чи синус кута i
косинус подвiйного кута (наприклад, cos2x = 2+3cosx
або cos8x = 2+3sin4x).

П р и к л а д 2. Розв’язати рiвняння 2cos2 x = 3+3sinx .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуємо рiвнiсть
cos2 x = 1− sin2 x (наслiдок основної тригонометричної
тотожностi):
2cos2 x = 3+3sinx ⇐⇒ 2(1− sin2 x) = 3+3sinx .
Очевидно, що отримане рiвняння розв’язується за
допомогою замiни змiнних t = sinx .
Крiм того, зазначимо, що пiсля зведення подiбних
доданкiв отримаємо рiвняння 2sin2 x+3sinx+1 = 0 ,
яке розглянуто в попередньому прикладi.
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Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Найпростiшi замiни змiнних

П р и к л а д 3. Розв’язати рiвняння cos2x = 2+3sinx .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу косинуса
подвiйного кута cos2x = 1−2sin2 x, отримуємо
cos2x = 2+3sinx ⇐⇒ 1−2sin2 x = 2+3sinx .
Отримане рiвняння розв’язується за допомогою замiни
змiнних t = sinx .
Кроме того, пiсля зведення подiбних доданкiв отри-
маємо рiвняння 2sin2 x+3sinx+1 = 0 з прикладу 1.

П р и к л а д 4. Розв’язати рiвняння cos8x = 2+3sin4x .

Р о з в’ я з а н н я. Пiсля замiни α = 4x отримуємо
рiвняння cos2α = 2+3sinα , яке вiдрiзняється вiд
рiвняння з попереднього прикладу лише позначенням
невiдомої. Тому воно зводиться до вигляду
2sin2 α +3sinα +1 = 0 . Далi в результатi замiни
t = sinα , як i в прикладi 1, отримаємо квадратне
рiвняння 2t2 +3t +1 = 0 з коренями t =−1 i t =−1/2.
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Тепер, виконуючи зворотню замiну t = sinα , отримуємо
сукупнiсть найпростiших рiвнянь
[

sin α =−1,
sin α =−1/2,

розв’язану в прикладi 1. Таким чином, знаходимо α i
виконуючи зворотню замiну α = 4x , отримуємо






4x = α =−π
2 +2πn, n ∈ Z ,

4x = α =−π
6 +2πm, m ∈ Z ,

4x = α = 7π
6 +2πk, k ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒







x =−π
8 +

πn
2 , n ∈ Z ,

x =− π
24 +

πm
2 , m ∈ Z ,

x = 7π
24 +

πk
2 , k ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =−π
8
+

πn
2

, n ∈ Z ;

x =− π
24

+
πm
2

, m ∈ Z ; x =
7π
24

+
πk
2

, k ∈ Z .
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Найпростiшi замiни змiнних
Розглянемо ще приклади рiвнянь, рацiональних
вiдносно тангенса чи котангенса.

П р и к л а д 5. Розв’язати рiвняння ctg2 x−4ctgx−5 = 0 .
Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи очевидну замiну
t = ctgx , отримуємо

t2 −4t −5 = 0 ⇐⇒
[

t =−1,
t = 5,

⇐⇒
[

ctgx =−1,
ctgx = 5,

⇐⇒

⇐⇒
[

x = arcctg(−1)+πm, m ∈ Z,
x = arcctg5+πk, k ∈ Z.

Враховуючи властивiсть арккотангенса
arcctg(−1) = π − arcctg1 i знаходячи в таблицi значень
тригонометричних функцiй гострий кут, котангенс
якого дорiвнює 1 , а саме: arcctg 1 = π/4 , отримуємо
arcctg(−1) = π − arcctg1 = π − π

4 = 3π
4 .

Таким чином, отримуємо остаточну вiдповiдь.

В i д п о в i д ь: x =
3π
4

+πm , m ∈ Z ; x = arcctg5+πk , k ∈ Z .
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П р и к л а д 6. Розв’язати рiвняння
tg2 3x−4tg3x−5 = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи замiну t = tg3x , отримуємо

t2 −4t −5 = 0 ⇐⇒
[

t =−1,
t = 5,

⇐⇒
[

tg3x =−1,
tg3x = 5.

Далi, використовуючи ще одну замiну змiнних: α = 3x,
отримуємо сукупнiсть найпростiших рiвнянь
[

tgα =−1,
tgα = 5.

⇐⇒
[

α = arctg(−1)+πm, m ∈ Z ,

α = arctg5+πk, k ∈ Z .

Враховуючи непарнiсть арктангенса: arctg(−1) =−arctg1
i знаходячи в таблицi значень тригонометричних
функцiй гострий кут, тангенс якого дорiвнює 1 , а саме:
arctg 1 = π/4 , отримуємо arctg(−1) =−π/4.

Отже, маємо
[

α =−π
4 +πm, m ∈ Z ,

α = arctg5+πk, k ∈ Z .
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Нарештi, виконуючи зворотню замiну α = 3x, знаходимо x:
[

3x = α =−π
4 +πm, m ∈ Z ,

3x = α = arctg5+πk, k ∈ Z ,
⇐⇒

⇐⇒
[

x =− π
12 +

πm
3 , m ∈ Z ,

x = 1
3 arctg5+ πk

3 , k ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =− π
12

+
πm
3

, m ∈ Z ; x =
1
3

arctg5+
πk
3

, k ∈ Z .

П р и к л а д 7. Розв’язати рiвняння tg3x−5ctg3x = 4 .

Р о з в’ я з а н н я. Хоча спiввiдношення ctg α = 1/ tg α не
є абсолютною тотожнiстю (оскiльки в тих точках, де
ctg α = 0 , права частина цiєї рiвностi не визначена), але
у випадку, коли рiвняння мiстить одночасно тангенс i
котангенс одного кута α , вказане спiввiдношення
виконується всюди на областi визначення (ОДЗ)
рiвняння.
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Найпростiшi замiни змiнних

Тому рiвняння tg 3x−5ctg 3x = 4 рiвносильне рiвнянню

tg 3x− 5
tg 3x

−4 = 0 ,

яке замiною t = tg 3x зводиться до рiвняння

t − 5
t
−4 = 0 ⇐⇒ t2 −4t −5

t
= 0 ⇐⇒

⇐⇒
{

t2 −4t −5 = 0 ,
t 6= 0 ,

⇐⇒
[

t =−1,
t = 5 .

Таким чином, ми отримуємо сукупнiсть рiвнянь
[

tg3x =−1,
tg3x = 5,

розв’язану в попередньому прикладi.

В i д п о в i д ь: x =− π
12

+
πm
3

, m ∈ Z ; x =
1
3

arctg5+
πk
3

, k ∈ Z .
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Однорiднi рiвняння i рiвняння, якi зводяться до

однорiдних

Рiвняння, однорiднi вiдносно синуса i косинуса одного
кута, мають вигляд

an sinn bx+an−1 sinn−1 bxcosbx+an−2 sinn−2 bxcos2 bx+ . . .

· · ·+a1 sinbxcosn−1 bx+a0 cosn bx = 0 , (1)

де b,a0,a1, . . . ,an – дiйснi числа.

Якщо в однорiдному рiвняннi (1) an 6= 0 , то в цьому
рiвняннi також cosbx 6= 0 , i рiвняння (1) може бути
розв’язано дiленням обох його частин на cosn bx .

Якщо ж в рiвняннi (1) an = 0 , то в цьому рiвняннi
cosbx також може дорiвнювати нулю, i тому
дiлення обох частин рiвняння на cosn bx є
неприпустимим, оскiльки таке перетворення
призведе до втрати розв’язкiв !
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Однорiднi рiвняння

П р и к л а д 8. Розв’язати рiвняння

sin x−
√

3cos x = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що в цьому рiвняннi cos x
не може (!) дорiвнювати нулю. Дiйсно, при cos x = 0 з
рiвняння також випливала б рiвнiсть sin x = 0 , а отже, i
рiвнiсть sin2 x+ cos2 x = 0 , яка є неможливою, оскiльки
суперечить основнiй тригонометричнiй тотожностi.
Отже, cosx 6= 0 . Тому при дiленнi обох частин рiвняння
на cos x в данному випадку отримуємо рiвносильне
рiвняння

tg x−
√

3 = 0 ⇐⇒ tg x =
√

3 ⇐⇒ x = arctg
√

3+πn,n ∈ Z .

Знаходячи в таблицi значень тригонометричних
функцiй гострий кут, тангенс якого дорiвнює

√
3 , а

саме: arctg
√

3 = π/3 , отримуємо x = π
3 +πn,n ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
3
+πn,n ∈ Z .
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Однорiднi рiвняння

П р и к л а д 9. Розв’язати рiвняння

sin2 3x−4sin 3x cos 3x−5cos2 3x = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що в цьому рiвняннi cos 3x
не може (!) дорiвнювати нулю (це обґрунтовується
шляхом таких же мiркувань, як i в попередньому
прикладi). Тому при дiленнi обох частин рiвняння на
cos2 3x в данному випадку отримуємо рiвносильне
рiвняння

sin2 3x
cos2 3x

−4
sin 3x cos 3x

cos2 3x
−5

cos2 3x
cos2 3x

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ tg2 3x−4tg 3x−5 = 0 ,

яке розглянуто в прикладi 6.

В наступному прикладi рiвняння не є однорiдним, проте
легко зводиться до однорiдного рiвняння.
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cos2 3x

−4
sin 3x cos 3x

cos2 3x
−5

cos2 3x
cos2 3x

= 0 ⇐⇒

⇐⇒ tg2 3x−4tg 3x−5 = 0 ,

яке розглянуто в прикладi 6.

В наступному прикладi рiвняння не є однорiдним, проте
легко зводиться до однорiдного рiвняння.
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Рiвняння, якi зводяться до однорiдних

П р и к л а д 10. Розв’язати рiвняння

3sin2 3x−2sin 6x−3cos2 3x = 2 .

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що кут 6x є подвiйним
кутом для кута 3x (тобто при α = 3x маємо 2α = 6x).
Тому sin 6x = 2sin 3x cos 3x i в лiвiй частинi рiвняння
маємо вираз, однорiдний вiдносно sin 3x i cos 3x . Тепер,
щоб отримати однорiдне рiвняння, рiвносильне данному
рiвнянню, залишається домножити праву частину
данного рiвняння на вираз sin2 3x+ cos2 3x , який
тотожно дорiвнює одиницi, i звести подiбнi доданки.
У такий спосiб отримуємо

3sin2 3x−4sin 3x cos 3x−3cos2 3x = 2(sin2 3x+cos2 3x) ⇐⇒
⇐⇒ sin2 3x−4sin3xcos3x−5cos2 3x = 0 .

Отримане однорiдне рiвняння розглянуто в прикладi 9.
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Розв’язання рiвнянь розкладом на множники

вiдповiдних тригонометричних виразiв

Найбiльш розповсюдженим прийомом розв’язання
рiзноманiтних за своїм виглядом тригонометричних
рiвнянь є розклад вiдповiдних виразiв на множники з
наступним застосуванням теореми про рiвнiсть нулю
добутку функцiй f (x)g(x), розглянутої в уроцi 17.

П р и к л а д 11. Розв’язати рiвняння

3sin2 3x−2sin 6x−3cos2 3x = 3 .

Р о з в’ я з а н н я. Виконуючи такi ж перетворення, як i в
попередньому прикладi, отримуємо

3sin2 3x−2sin 6x−3cos2 3x = 3 ⇐⇒
⇐⇒ 3sin2 3x−4sin3xcos3x−3cos2 3x = 3(sin2 3x+ cos2 3x) ⇐⇒
⇐⇒ −4sin 3x cos 3x−6cos2 3x = 0 ⇐⇒
⇐⇒ 2sin 3x cos3x+3cos2 3x = 0 .
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Розклад на множники

Зазначимо, що в отриманому однорiдному рiвняннi

2sin 3x cos3x+3cos2 3x = 0
cos3x може (!) дорiвнювати нулю. Тому дiлення обох
частин цього рiвняння на cos2 3x є неприпустимим,
оскiльки призведе до втрати розв’язкiв.
Виносячи спiльний множник cos3x за дужки i
враховуючи, що областю визначення (ОДЗ) рiвняння є
множина R, отримуємо

cos 3x(2sin 3x+3cos 3x) = 0 ⇐⇒
[

cos 3x = 0 ,
2sin 3x+3cos 3x = 0 .

Використовуючи замiну t = 3x , знаходимо розв’язки
першого рiвняння сукупностi: cos 3x = 0 ⇐⇒
⇐⇒ 3x = t = π

2 +πn,n ∈ Z ⇐⇒ x = π
6 +

πn
3 , n ∈ Z .

В другому рiвняннi сукупностi cos3x вже не може (!)
дорiвнювати нулю. Тому це рiвняння може бути
розв’язано дiленням обох його частин на cos3x .
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Розклад на множники

При цьому отримуємо
2sin 3x+3cos 3x = 0 ⇐⇒ 2 sin 3x

cos 3x +3 cos 3x
cos 3x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2tg3x+3 = 0 ⇐⇒ tg3x =−3/2 ⇐⇒
⇐⇒ 3x = t =−arctg 3

2 +πm,m ∈ Z ⇐⇒ x =− 1
3 arctg 3

2 +
πm
3 ,m ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
6
+

πn
3
,n ∈ Z ; x =−1

3
arctg

3
2
+

πm
3

,m ∈ Z .

З а у в а ж е н н я. Повернемося до однорiдного рiвняння
2sin 3x cos3x+3cos2 3x = 0 ,
отриманого в ходi розв’язання попереднього прикладу.

В цьому рiвняннi sin3x не може (!) дорiвнювати нулю,
i тому рiвняння може бути розв’язано дiленням обох
його частин на sin2 3x . При цьому отримуємо

2sin 3x cos3x+3cos2 3x = 0 ⇐⇒ 2 sin 3x cos3x
sin2 3x

+3 cos2 3x
sin2 3x

= 0 ⇐⇒
⇐⇒ 2ctg 3x+3ctg2 3x = 0 . Далi розв’яжiть рiвняння
самостiйно за допомогою замiни змiнних t = ctg 3x .
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Розклад на множники

П р и к л а д 12. Розв’язати рiвняння cos 5x+ cos x = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Використовуючи формулу перетворення
суми косинусiв в добуток: cos α + cos β = 2 cos α+β

2 cos α−β
2 ,

отримуємо

cos 5x+ cos x = 0 ⇐⇒ 2cos 5x+x
2 cos 5x−x

2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2cos 3x cos 2x = 0 ⇐⇒
[

cos 3x = 0,
cos 2x = 0,

⇐⇒

⇐⇒
[

3x = π
2 +πn, n ∈ Z,

2x = π
2 +πm, m ∈ Z,

⇐⇒
[

x = π
6 +

πn
3 , n ∈ Z,

x = π
4 +

πm
2 , m ∈ Z.

В i д п о в i д ь: x =
π
6
+

πn
3

,n ∈ Z ; x =
π
4
+

πm
2

,m ∈ Z .

П р и к л а д 13. Знайти коренi рiвняння
cos5x+ cosx = 0 , якi належать промiжку [2;3π/2] .
Р о з в’ я з а н н я. В попередньому прикладi знайдено усi
коренi рiвняння, а саме:
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Вибираємо коренi серiї x = π
6 +

πn
3 , n ∈ Z :

-q q
x2 3π

2

n = 0 : x = π
6n = 0r

π
6

n = 1 : x = π
6 + π

3 = 3π
6 = π

2

n = 1r
π
2

n = 2 : x = π
6 + 2π

3 = 5π
6

n = 2s
5π
6 n = 3 : x = π

6 +π = 7π
6

n = 3s
7π
6
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6 + 4π

3 = 9π
6 = 3π

2

n = 4s
n = 5 : x = π

6 + 5π
3 = 11π

6

n = 5r
11π

6
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Аналогiчно вибираємо коренi серiї x = π
4 +

πm
2 , m ∈ Z ,

що належать вiдрiзку [2;3π/2] :

-q q
x2 3π

2

n = 0r
π
6

n = 1r
π
2

n = 2s
5π
6

n = 3s
7π
6

n = 4s n = 5r
11π

6

m = 0 : x = π
4

m = 0r
π
4

m = 1 : x = π
4 + π

2 = 3π
4m = 1s

3π
4

m = 2 : x = π
4 +π = 5π

4

m = 2s
5π
4 m = 3 : x = π

4 + 3π
2 = 7π

4

m = 3r
7π
4

Отже, промiжку [2;3π/2] належать п’ять коренiв
рiвняння: 3π

4 , 5π
6 , 7π

6 , 5π
4 , 3π

2 .

В i д п о в i д ь:
3π
4
,
5π
6
,
7π
6
,
5π
4
,
3π
2

.

П р и к л а д 14. Розв’язати рiвняння
cos x+ cos 2x+ cos 5x = 0 .

Р о з в’ я з а н н я. Згрупуємо перший доданок з третiм i
перетворимо їх суму в добуток (див. приклад 12):
cos 5x+ cos x = 2cos 3x cos 2x . В результатi матимемо
(cos 5x+ cos x)+ cos 2x = 0 ⇐⇒ 2cos 3x cos 2x+ cos 2x = 0 .
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Далi, виносячи спiльний множник cos 2x за дужки,
отримуємо
2cos 3x cos 2x+ cos 2x = 0 ⇐⇒ cos 2x(2cos 3x+1) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

cos 2x = 0 ,
2cos 3x+1 = 0 .

Перше рiвняння сукупностi розв’язано в прикладi 12,
а саме: cos 2x = 0 ⇐⇒ x = π

4 +
πm
2 , m ∈ Z .

Використовуючи замiну t = 3x , знаходимо розв’язки
другого рiвняння:

2cos 3x+1 = 0 ⇐⇒ cos 3x =−1/2 ⇐⇒
⇐⇒ 3x = t =±arccos(− 1

2)+2πn,n ∈ Z ⇐⇒
⇐⇒ 3x =±(π − arccos 1

2)+2πn,n ∈ Z ⇐⇒
⇐⇒ 3x =± 2π

3 +2πn,n ∈ Z ⇐⇒ x =± 2π
9 + 2πn

3 ,n ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
4
+

πm
2

,m ∈ Z ; x =±2π
9

+
2πn

3
,n ∈ Z .
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Розклад на множники

П р и к л а д 15. Розв’язати рiвняння

cos 3x
2 cos 5x

2 = sin x
2 sin 9x

2 .

Р о з в’ я з а н н я. Маючи на метi розклад виразу, що
мiститься в рiвняннi, на множники, ми, все ж таки,
спочатку скористаємося формулами перетворення
добутку тригонометричних функцiй в суму (рiзницю):
cos α cos β = 1

2

(

cos(α +β )+ cos(α −β )
)

,

sin α sin β = 1
2

(

cos(α −β )− cos(α +β )
)

i матимемо
1
2

(

cos 3x+5x
2 + cos 3x−5x

2

)

= 1
2

(

cos x−9x
2 − cos x+9x

2

)

⇐⇒
⇐⇒ cos 4x+ cos(−x) = cos(−4x)− cos 5x.

Тепер, враховуючи парнiсть косинуса, отримуємо
cos 4x+ cos x = cos 4x− cos 5x ⇐⇒ cos 5x+ cos x = 0 .
Отримане рiвняння розглянуто в прикладi 12.
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Р о з в’ я з а н н я. Маючи на метi розклад виразу, що
мiститься в рiвняннi, на множники, ми, все ж таки,
спочатку скористаємося формулами перетворення
добутку тригонометричних функцiй в суму (рiзницю):
cos α cos β = 1

2

(

cos(α +β )+ cos(α −β )
)

,

sin α sin β = 1
2

(

cos(α −β )− cos(α +β )
)

i матимемо
1
2

(

cos 3x+5x
2 + cos 3x−5x

2

)

= 1
2

(

cos x−9x
2 − cos x+9x

2

)

⇐⇒
⇐⇒ cos 4x+ cos(−x) = cos(−4x)− cos 5x.

Тепер, враховуючи парнiсть косинуса, отримуємо
cos 4x+ cos x = cos 4x− cos 5x ⇐⇒ cos 5x+ cos x = 0 .
Отримане рiвняння розглянуто в прикладi 12.
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)
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2 +5x
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− sin x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2cos
π
2 +5x+x

2 sin
π
2 +5x−x

2 = 0 ⇐⇒ 2cos
(π

4 +3x
)

sin
(π

4 +2x
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

cos
(π

4 +3x
)

= 0,
sin

(π
4 +2x

)

= 0,
⇐⇒

[ π
4 +3x = π

2 +πn, n ∈ Z ,
π
4 +2x = πm, m ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒
[

3x = π
4 +πn, n ∈ Z ,

2x =−π
4 +πm, m ∈ Z ,

⇐⇒
[

x = π
12 +

πn
3 , n ∈ Z ,

x =−π
8 +

πm
2 , m ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
12

+
πn
3
,n ∈ Z ; x =−π

8
+

πm
2

,m ∈ Z .

ЗФМШ, Kиїв Способи розв’язання тригонометричних рiвнянь



Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Розклад на множники

П р и к л а д 16. Розв’язати рiвняння cos 5x = sin x .

Р о з в’ я з а н н я. За формулою зведення cos α = sin
(π

2 +α
)

замiнимо косинус синусом вiдповiдного кута, а потiм
скористаємося формулою перетворення рiзницi синусiв в
добуток: sin α − sin β = 2 cos α+β

2 sin α−β
2 .

В результатi матимемо

cos 5x = sin x ⇐⇒ sin
(π

2 +5x
)

− sin x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2cos
π
2 +5x+x

2 sin
π
2 +5x−x

2 = 0 ⇐⇒ 2cos
(π

4 +3x
)

sin
(π

4 +2x
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

cos
(π

4 +3x
)

= 0,
sin

(π
4 +2x

)

= 0,
⇐⇒

[ π
4 +3x = π

2 +πn, n ∈ Z ,
π
4 +2x = πm, m ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒
[

3x = π
4 +πn, n ∈ Z ,

2x =−π
4 +πm, m ∈ Z ,

⇐⇒
[

x = π
12 +

πn
3 , n ∈ Z ,

x =−π
8 +

πm
2 , m ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
12

+
πn
3
,n ∈ Z ; x =−π

8
+

πm
2

,m ∈ Z .

ЗФМШ, Kиїв Способи розв’язання тригонометричних рiвнянь



Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Розклад на множники

П р и к л а д 16. Розв’язати рiвняння cos 5x = sin x .

Р о з в’ я з а н н я. За формулою зведення cos α = sin
(π

2 +α
)

замiнимо косинус синусом вiдповiдного кута, а потiм
скористаємося формулою перетворення рiзницi синусiв в
добуток: sin α − sin β = 2 cos α+β

2 sin α−β
2 .

В результатi матимемо

cos 5x = sin x ⇐⇒ sin
(π

2 +5x
)

− sin x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2cos
π
2 +5x+x

2 sin
π
2 +5x−x

2 = 0 ⇐⇒ 2cos
(π

4 +3x
)

sin
(π

4 +2x
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

cos
(π

4 +3x
)

= 0,
sin

(π
4 +2x

)

= 0,
⇐⇒

[ π
4 +3x = π

2 +πn, n ∈ Z ,
π
4 +2x = πm, m ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒
[

3x = π
4 +πn, n ∈ Z ,

2x =−π
4 +πm, m ∈ Z ,

⇐⇒
[

x = π
12 +

πn
3 , n ∈ Z ,

x =−π
8 +

πm
2 , m ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
12

+
πn
3
,n ∈ Z ; x =−π

8
+

πm
2

,m ∈ Z .

ЗФМШ, Kиїв Способи розв’язання тригонометричних рiвнянь



Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Розклад на множники

П р и к л а д 16. Розв’язати рiвняння cos 5x = sin x .

Р о з в’ я з а н н я. За формулою зведення cos α = sin
(π

2 +α
)

замiнимо косинус синусом вiдповiдного кута, а потiм
скористаємося формулою перетворення рiзницi синусiв в
добуток: sin α − sin β = 2 cos α+β

2 sin α−β
2 .

В результатi матимемо

cos 5x = sin x ⇐⇒ sin
(π

2 +5x
)

− sin x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2cos
π
2 +5x+x

2 sin
π
2 +5x−x

2 = 0 ⇐⇒ 2cos
(π

4 +3x
)

sin
(π

4 +2x
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

cos
(π

4 +3x
)

= 0,
sin

(π
4 +2x

)

= 0,
⇐⇒

[ π
4 +3x = π

2 +πn, n ∈ Z ,
π
4 +2x = πm, m ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒
[

3x = π
4 +πn, n ∈ Z ,

2x =−π
4 +πm, m ∈ Z ,

⇐⇒
[

x = π
12 +

πn
3 , n ∈ Z ,

x =−π
8 +

πm
2 , m ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
12

+
πn
3
,n ∈ Z ; x =−π

8
+

πm
2

,m ∈ Z .

ЗФМШ, Kиїв Способи розв’язання тригонометричних рiвнянь



Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Розклад на множники

П р и к л а д 16. Розв’язати рiвняння cos 5x = sin x .

Р о з в’ я з а н н я. За формулою зведення cos α = sin
(π

2 +α
)

замiнимо косинус синусом вiдповiдного кута, а потiм
скористаємося формулою перетворення рiзницi синусiв в
добуток: sin α − sin β = 2 cos α+β

2 sin α−β
2 .

В результатi матимемо

cos 5x = sin x ⇐⇒ sin
(π

2 +5x
)

− sin x = 0 ⇐⇒

⇐⇒ 2cos
π
2 +5x+x

2 sin
π
2 +5x−x

2 = 0 ⇐⇒ 2cos
(π

4 +3x
)

sin
(π

4 +2x
)

= 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

cos
(π

4 +3x
)

= 0,
sin

(π
4 +2x

)

= 0,
⇐⇒

[ π
4 +3x = π

2 +πn, n ∈ Z ,
π
4 +2x = πm, m ∈ Z ,

⇐⇒

⇐⇒
[

3x = π
4 +πn, n ∈ Z ,

2x =−π
4 +πm, m ∈ Z ,

⇐⇒
[

x = π
12 +

πn
3 , n ∈ Z ,

x =−π
8 +

πm
2 , m ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
π
12

+
πn
3
,n ∈ Z ; x =−π

8
+

πm
2

,m ∈ Z .

ЗФМШ, Kиїв Способи розв’язання тригонометричних рiвнянь



Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Розклад на множники

П р и к л а д 17. Розв’язати рiвняння
∣

∣cos 5x
2

∣

∣=
∣

∣sin x
2

∣

∣ .

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки обидвi частини рiвняння
невiд’ємнi, то пiднесення їх до квадрату є рiвносильним
перетворенням (див. Урок 17, частина перша, теореми
про модулi). При цьому маємо
∣

∣cos 5x
2

∣

∣=
∣

∣sin x
2

∣

∣ ⇐⇒ cos2 5x
2 = sin2 x

2 .

Знижуючи степенi виразiв за допомогою формул
половинного кута:

sin2 α
2
=

1− cos α
2

, cos2 α
2
=

1+ cos α
2

,

далi отримуємо

1+ cos 5x
2

=
1− cos x

2
⇐⇒ 1+ cos 5x = 1− cos x ⇐⇒

⇐⇒ cos 5x+ cos x = 0 .

Отримане рiвняння розглянуто в прикладi 12.
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Розв’язання рiвняння asin t +bcos t = c введенням

допомiжного кута

Такi рiвняння за допомогою введення допомiжного кута
зводяться до найпростiших рiвнянь.

П р и к л а д 18. Розв’язати рiвняння sin 5x+
√

3cos 5x =
√

2 .

Р о з в’ я з а н н я. Тут a = 1 , b =
√

3 i t = 5x . Роздiливши
обидвi частини рiвняння на

√
a2 +b2 = 2, отримаємо рiвняння

1
2 sin t +

√
3

2 cos t =
√

2
2 .

Зазначимо, що 1
2 = cos π

3 ,
√

3
2 = sin π

3 i перепишемо
рiвняння у виглядi

sin t cos π
3 + cos t sin π

3 =
√

2
2 .

Лiва частина отриманого рiвняння у вiдповiдностi з
формулою синуса суми:
sin(α +β ) = sin α cos β + cos α sinβ є sin

(

t + π
3

)

.
Таким чином, маємо рiвняння

sin
(

t + π
3

)

=
√

2
2 .
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Рiвняння asin t +bcos t = c
Розв’язуючи рiвняння sin

(

t + π
3

)

=
√

2
2 за допомогою

замiн змiнних z = t + π
3 = 5x+ π

3 , отримуємо

sin z =
√

2
2 ⇐⇒

[

5x+ π
3 = z = π

4 +2πn, n ∈ Z ,

5x+ π
3 = z = 3π

4 +2πm, m ∈ Z ,
⇐⇒

⇐⇒
[

5x =− π
12 +2πn, n ∈ Z ,

5x = 5π
12 +2πm, m ∈ Z ,

⇐⇒
[

x =− π
60 +

2πn
5 , n ∈ Z ,

x = π
12 +

2πm
5 , m ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =− π
60

+
2πn

5
, n ∈ Z ; x =

π
12

+
2πm

5
, m ∈ Z .

Зазначимо, що з урахуванням рiвностей 1
2 = sin π

6 ,
√

3
2 = cos π

6

рiвняння 1
2 sin t +

√
3

2 cos t =
√

2
2 переписується також у виглядi

cos t cos π
6 + sin t sin π

6 =
√

2
2 . Тут лiва частина рiвняння у

вiдповiдностi з формулою косинуса рiзницi:
cos(α −β ) = cos α cos β + sin α sin β є cos

(

t − π
6

)

.

Отже, маємо рiвняння cos
(

t − π
6

)

=
√

2
2 , яке замiною y = t − π

6
зводиться до найпростiшого рiвняння.
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Рiвняння asin t +bcos t = c
В загальному випадку для виразу asin t +bcos t шляхом
таких же мiркувань, як i при розв’язаннi попереднього
прикладу, встановлюються формули

asin t +bcos t =
√

a2 +b2 sin(t +α) ,

bcos t +asin t =
√

a2 +b2 cos(t −ϕ) ,

де α i ϕ – деякi допомiжнi кути.

В наступних випадках кути α i ϕ визначаються
найбiльш просто:

при a ≥ 0 маємо α = arcsin b√
a2+b2 ;

при b ≥ 0 маємо ϕ = arcsin a√
a2+b2 .

Зазначимо, що з наведених формул випливає нерiвнiсть

|asin t +bcos t| ≤
√

a2 +b2 ,

яка виконується при всiх t ∈ R .
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Рiвняння asin t +bcos t = c
П р и к л а д 19. Розв’язати рiвняння 5sin 2x−12cos 2x = 13 .

Р о з в’ я з а н н я. Тут a = 5 , b =−12 . У вiдповiдностi з
формулою asin t +bcos t =

√
a2 +b2 sin(t +α) отримуємо

5sin 2x−12cos 2x = 13sin(2x+α) i зводимо рiвняння до
вигляду 13sin(2x+α) = 13 , де α = arcsin −12

13 =−arcsin 12
13 .

Далi пiсля замiни z = 2x+α , матимемо

sin z = 1 ⇐⇒ 2x+α = z = π
2 +2πn,n ∈ Z ⇐⇒

⇐⇒ 2x =−α + π
2 +2πn,n ∈ Z ⇐⇒ x =− 1

2 α + π
4 +πn,n ∈ Z ⇐⇒

⇐⇒ x = 1
2 arcsin 12

13 +
π
4 +πn,n ∈ Z .

В i д п о в i д ь: x =
1
2

arcsin
12
13

+
π
4
+πn , n ∈ Z .

Вiдзначимо ще спосiб розв’язання рiвняння виду
asin t +bcos t = c зведенням його до рiвняння,
однорiдного вiдносно синуса i косинуса половинного
кута. Продемонструємо його, розв’язуючи рiвняння з
попереднього прикладу.
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Рiвняння asin t +bcos t = c
Р о з в’ я з а н н я (2-й спосiб, зведення до однорiдного
рiвняння). Використовуючи формули синуса i косинуса
подвiйного кута:

sin 2α = 2sin α cos α , cos 2α = cos2 α − sin2 α ,

а також основну тригонометричну тотожнiсть,
перепишемо рiвняння

5sin 2x−12cos 2x = 13
у виглядi

10sin x cos x−12(cos2 x− sin2 x) = 13(cos2 x+ sin2 x) ⇐⇒
⇐⇒ sin2 x−10sin x cos x+25cos2 x = 0 .
Отримане однорiдне рiвняння пiсля дiлення обох його
частин на cos2 x (див. приклад 9) i замiни t = tg x
зводиться до квадратного рiвняння t2 −10t +25 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ (t−5)2 = 0 ⇐⇒ tg x= t = 5 ⇐⇒ x= arctg 5+πn , n∈Z .

В i д п о в i д ь: x = arctg 5+πn , n ∈ Z .
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Рiвняння Замiна Однорiднi Розклад Допом. кут

Зауваження

Цiлком природньо (хоч це i не очевидно на перший
погляд), що серiї розв’язкiв, отриманi першим i другим
способами розв’язання:

x = 1
2 arcsin 12

13 +
π
4 +πn , n ∈ Z (1-й спосiб) ,

x = arctg 5+πn , n ∈ Z (2-й спосiб) ,

спiвпадають.
Доведемо рiвнiсть 1

2 arcsin 12
13 +

π
4 = arctg 5 , яка

рiвносильна рiвностi

arcsin 12
13 = 2arctg 5− π

2 .

За означенням арксинуса arcsin 12
13 ∈ [−π/2;π/2] .

Аналогiчно, використовуючи означення арктангенса i
враховуючи, що arctg 5 додатнiй, отримуємо ланцюжок
спiввiдношень
arctg 5 ∈ (0;π/2)⇐⇒ 2arctg 5 ∈ (0;π)⇐⇒
⇐⇒

(

2arctg 5− π
2

)

∈ (−π/2;π/2) .
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Зауваження

Таким чином, обидвi частини рiвностi

arcsin
12
13

= 2arctg 5− π
2

(2)

належать промiжку [−π/2;π/2]. Оскiльки на цьому
промiжку рiвняння sin x = a при a ∈ [−1;1] має єдиний
корiнь, то рiвнiсть (2) рiвносильна рiвностi синусiв вiд
обох частин рiвностi (2). Це означає, що рiвнiсть (2)
буде доведено, якщо ми доведемо рiвнiсть
sin

(

2arctg 5− π
2

)

= 12
13 .

Враховуючи перiодичнiсть синуса i вiдповiдну формулу
зведення, отримуємо
sin

(

2arctg 5− π
2

)

= sin
( 3π

2 +2arctg 5
)

=−cos(2arctg 5) .
Тепер, використовуючи вираз косинуса через тангенс
половинного кута i означення арктангенса, маємо

−cos(2arctg 5) =− 1−tg2 (arctg 5)
1+tg2 (arctg5) =− 1−52

1+52 =
12
13 .

Тим самим доведення рiвностi (2) закiнчено.
ЗФМШ, Kиїв Способи розв’язання тригонометричних рiвнянь
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