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Границя Похiдна Приклади iз ЗНО

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Границя Похiдна Приклади iз ЗНО Границя i неперервнiсть функцiї

Про границю функцiї

Розглянемо функцiю y(x) =
x2

x
+1 .

Ця функцiя не визначена при x = 0 . У той же час,

при x 6= 0 виконується рiвнiсть y(x) =
x2

x
+1 = x+1 .

Тому графiком функцiї y(x) =
x2

x
+1 є пряма y = x+1

з "виколотою" з неї точкою (0;1):
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Помiтимо, що в цiй точцi (0;1)
сходяться обидвi вiтки графiка

y(x) =
x2

x
+1 : права i лiва. При цьому

очевидно, що значення функцiї
наближаються до значення y = 1
як завгодно близько, якщо змiнна x
достатньо близько наближається до
точки x0 = 0 осi Ox.

У такому випадку кажуть, що функцiя y(x) прямує до
числа 1, якщо x прямує до числа 0, а символiчно
записують так: y(x)−→ 1 при x −→ 0 .

Iншими словами кажуть також, що функцiя y(x) має
границю в точцi x0 = 0 , рiвну одиницi, i пишуть
lim
x→0

y(x) = 1 .
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Про границю функцiї

Уточнимо змiст видiлених вище слiв "як завгодно близько" i
"достатньо близько" в наступному означеннi границi функцiї y(x)
в точцi x0 .

-

6

O

y

x

e

qq

1

y = 1+ ε

y = 1− ε

−δ δ

y = x2

x +1

t

На малюнку a = 1 i x0 = 0 .

Число a називається границею
функцiї y(x) в точцi x0, якщо
множина розв’язкiв будь-якої
нерiвностi a − ε < y(x) < a + ε з
додатнiм числом ε (це i означає,
що y(x) як завгодно близько
наближається до значення y = a)
мiстить деякий окiл точки x0,
крiм, можливо, самої точки
x0, тобто мiстить множину
(x0 − δ ,x0) ∪ (x0,x0 + δ ), де δ –
деяке додатнє число (а це i означає,
що змiнна x достатньо близько
наближається до точки x0).

Коротко записують: lim
x→x0

y(x) = a .
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Про одностороннi границi функцiї

Розглянемо функцiю y(x) =
x
|x| , яка також не визначена

в точцi x = 0. Враховуючи означення модуля, отримуємо

y(x) =
x
|x| =

[

1 при x > 0 ,
−1 при x < 0 .
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Права i лiва вiтки графiка цiєї функцiї на осi Oy
сходяться до рiзних точок (див. мал.). У такому
випадку кажуть, що функцiя y(x) в точцi x0 = 0
має границю справа, рiвну одиницi, i границю
злiва, рiвну мiнус одиницi. Коротко записують:

lim
x→x0+0

y(x) = 1 (границя справа) i

lim
x→x0−0

y(x) =−1 (границя злiва).

У той же час, ця функцiя не має границi в точцi
x0 = 0, оскiльки lim

x→x0+0
y(x) 6= lim

x→x0−0
y(x).
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Про границю функцiї на нескiнченностi

Розглянемо функцiю y(x) =
1
x

i її графiк – гиперболу.
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При зростаннi змiнної x
до плюс нескiнченностi
гiпербола наближається до
осi Ox, а значення функцiї
y(x) як завгодно близько
наближаються до значення
y= 0. У такому випадку кажуть,
що функцiя y(x) має границю
в плюс нескiнченностi, рiвну
нулю, i пишуть: lim

x→+∞
y(x) = 0.

Аналогiчний змiст вкладається в поняття границi

функцiї в мiнус нескiнченностi. Так, функцiя y(x) =
1
x

має також границю в мiнус нескiнченностi, рiвну нулю,
тобто lim

x→−∞
y(x) = 0.
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Про нескiнченнi границi функцiї

В точцi 0, у якiй функцiя y(x) = 1
x не визначена, вона

не має границi, а також не має скiнченних
одностороннiх границь справа i злiва вiд цiєї точки.
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У той же час, якщо x прямує
до точки x0 = 0 справа вiд
цiєї точки, значення функцiї
y(x) необмежено збiльшуються
до плюс нескiнченностi. В
такому випадку кажуть, що
границя справа функцiї y(x) в
точцi x0 = 0 дорiвнює плюс
нескiнченностi, i пишуть:

lim
x→x0+0

y(x) = +∞.

Границя злiва цiєї ж функцiї y(x) в точцi x0 = 0
дорiвнює мiнус нескiнченностi, тобто lim

x→x0−0
y(x) =−∞.
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Про не iснування границь функцiї

Нарештi, зазначимо, що функцiя може не мати нi
скiнченних, нi нескiнченних одностороннiх границь.
Так, функцiї y = sinx i y = cosx не мають нi скiнченних,
нi нескiнченних границь в плюс нескiнченностi i в мiнус
нескiнченностi.
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Про не iснування границь функцiї

Функцiї y = tgx и y = ctgx також не мають нi
скiнченних, нi нескiнченних границь в плюс
нескiнченностi i в мiнус нескiнченностi.

-

6

c r c r c r c

x3π
2

ππ
2

O−π
2

−π

y
y = tgx

-

6

cc r c r c r

x3π
2

ππ
2

O−π
2

−π

y
y = ctgx

ЗФМШ, Kиїв Похiдна



Границя Похiдна Приклади iз ЗНО Границя i неперервнiсть функцiї

Про неперервнiсть функцiї

Абсолютна бiльшiсть функцiй, що вивчаються в шкiльному
курсi математики, володiють визначною властивiстю – вони
неперервнi у тих точках, в яких визначенi.
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Наочним вiдображенням властивостi
неперервностi функцiї є вiдсутнiсть
у графiка функцiї, неперервної на
деякому промiжку, розривiв на цьому

промiжку. Наприклад, функцiя y =
1
x

має розрив у точцi x = 0 , в якiй вона не
визначена, але в кожнiй точцi областi
визначення ця функцiя неперервна.

Для уточнення наочних уявлень про неперервнiсть функцiї
використовується поняття границi функцiї в точцi. Так,
функцiя f (x) називається неперервною в точцi x0 , якщо
границя функцiї в цiй точцi дорiвнює значенню функцiї в
точцi x0 , тобто якщо lim

x→x0
f (x) = f (x0).
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Прирiст аргумента и прирiст функцiї

Нехай функцiя f (x) є неперервною на деякому
промiжку, який мiстить точку x0.
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При переходi вiд точки x0
до точки x цього промiжку
змiна змiнної x виражається
рiзницею x − x0 , а змiна
функцiї – рiзницею
f (x)− f (x0) .

Змiну змiнної x називають також прирiстом аргумента
i позначають ∆x = x− x0 .
Змiну функцiї називають також прирiстом функцiї
i позначають ∆ f , тобто ∆ f = f (x)− f (x0) .
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Середня швидкiсть змiни функцiї

Очевидно, що вiдношення
∆ f
∆x

=
f (x)− f (x0)

x− x0
виражає

среднюю швидкiсть змiни функцiї на вiдрiзку, що
з’єднує точки x0 i x .
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Помiтимо, що чисельно вiдношення
∆ f
∆x дорiвнює тангенсу кута α мiж
додатнiм напрямком осi Ox i сiчною,
яка проходить через точки A i B
графiка функцiї f (x), абсциси яких
вiдповiдно дорiвнюють x0 i x .

Iншими словами, середня швидкiсть ∆ f
∆x змiни функцiї

чисельно дорiвнює кутовому коефiцiєнту сiчної, що
проходить через точки A i B.
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Похiдна функцiї

Похiдною f ′(x0) функцiї f (x) в точцi x0 називається
швидкiсть змiни функцiї в цiй точцi, яка знаходиться як
границя середньої швидкостi при ∆x → 0, тобто

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆ f
∆x

= lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x
.
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В геометричних термiнах цьому
граничному переходу вiдповiдає
перехiд сiчної до свого граничного
положення – дотичної в точцi A
при прямуваннi точки B до точки
A вздовж кривої y = f (x).
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Похiдна i кутовий коефiцiєнт дотичної
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Тому i кутовий коефiцiєнт сiчної при
граничному переходi перетворюється
в кутовий коефiцiєнт дотичної в
точцi A.

Отже, похiдна функцiї f (x) в точцi x0 чисельно дорiвнює
кутовому коефiцiєнту дотичної до графiка функцiї
y = f (x) в точцi A(x0, f (x0)), тобто кутовий коефiцiєнт
цiєї дотичної:

kдот = f ′(x0) .
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Похiдна як швидкiсть змiни функцiї

Пiдкреслимо ще раз, що похiдна функцiї в точцi
виражає швидкiсть змiни функцiї в цiй точцi, тобто
похiдна f ′(x) функцiї f (x) виражає швидкiсть
протiкання процесу, який описується залежнiстю f (x) .

Зокрема, якщо в фiзичних задачах вiдома
залежнiсть пройденого тiлом шляху s = s(t) вiд
часу t , то похiдна s′(t) виражає миттєву
швидкiсть тiла v(t) в момент часу t , тобто
v(t) = s′(t) .

В свою чергу, похiдна v′(t) виражає миттєве
прискорення тiла a(t) в момент часу t (iншими
словами, швидкiсть змiни швидкостi), тобто
a(t) = v′(t) .
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Похiдна як швидкiсть змiни функцiї

Розглянемо рiвняння sin x = 2x .
Очевидно, що воно має корiнь x = 0 .
Вiдповiдь на питання, чи є iншi коренi в цьому рiвняннi,
природньо залежить вiд взаємного розмiщення графiкiв функцiй
y = f (x) = sin x i y = g(x) = 2x .
Уточнити взаємне розмiщення цих графiкiв можна,
використовуючи поняття похiдної як швидкостi змiни функцiї.
Вiдомо, що g′(x) = 2 i f ′(x) = cos x (технiка знаходження
похiдних розглядається далi).
Оскiльки g′(0) = 2 , f ′(0) = cos 0 = 1 i g′(0)> f ′(0) , то швидкiсть
змiни функцiї g(x) = 2x в точцi x = 0 бiльша, нiж швидкiсть
змiни функцiї f (x) = sin x , тобто функцiя g(x) "втiкає" вiд
функцiї f (x) .
Крiм того, при x > 0 маємо спiввiдношення
f ′(x) = cos x ≤ 1 < 2 = g′(x) ,
з яких випливає, що на промiжку (0,∞) графiки функцiй
y = f (x) = sin x i y = g(x) = 2x не можуть бiльше перетинатися,
оскiльки швидкiсть змiни функцiї f (x) менша, нiж швидкiсть
змiни функцiї g(x) , i, таким чином, функцiя f (x) не може
"догнати" функцiю g(x) , яка вiд неї "втiкає" .
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Операцiю знаходження похiдної функцiї f (x)
називають диференцiюванням функцiї f (x) .

Диференцiювання функцiї можна розглядати як
формальну операцiю, яка за строго визначеними
правилами ставить у вiдповiднiсть функцiї f
деяку iншу функцiю f ′ , яку називають похiдною
функцiї f . Найбiльш простi з правил, за якими
встановлюється вказана вiдповiднiсть, утворюють
таблицю похiдних вiд основных елементарних
функцiй.
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Таблиця похiдних

f (x) a = const xα ,α ∈ R ax,a > 0 ex loga x, a > 0
a 6= 1

f ′(x) 0 αxα−1 ax lna ex 1/(x lna)

f (x) lnx sinx cosx tgx ctgx
f ′(x) 1/x cosx −sinx 1/cos2 x −1/sin2 x

f (x) arcsinx arccosx arctgx arcctgx
f ′(x) 1/

√
1− x2 −1/

√
1− x2 1/(x2 +1) −1/(x2 +1)

Використовуючи формулу похiдної вiд функцiї xα , отримуємо

(
√

x)′ = (x
1
2 )′ = 1

2 x
1
2−1 = 1

2 x−
1
2 = 1

2
√

x ;

( 3
√

x)′ = (x
1
3 )′ = 1

3 x
1
3−1 = 1

3 x−
2
3 = 1

3 3√x2
;

( 1
x )

′ = (x−1)′ =−1x−1−1 =−x−2 =− 1
x2 ;

( 1
x2 )

′ = (x−2)′ =−2x−2−1 =−2x−3 =− 2
x3 i т.п.
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Справедливi також наступнi правила диференцiювання
суми (рiзницi), добутку i частки функцiй f (x) i g(x) :

(

f (x)±g(x)
)′

= f ′(x)±g′(x) ;
(

f (x)g(x)
)′

= f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x) ;
(

f (x)
g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)
(g(x))2 , g(x) 6= 0 .

Зокрема, якщо k – деяке число, не рiвне нулю, то

(

k f (x)
)′

= k f ′(x) .
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П р и к л а д 1. Знайти похiднi функцiй:

а) y = (x3 −3x2 +5x−π)cosx ; б) y =
3x+1
2x−3

.

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з правилами
диференцiювання маємо

а) y′ =
(

(x3 −3x2 +5x−π)cosx
)′
=

= (x3 −3x2 +5x−π)′ cosx+(x3 −3x2 +5x−π)(cosx)′ =

= (3x2 −6x+5)cosx− (x3 −3x2 +5x−π)sinx ;

б) y′ =
(

3x+1
2x−3

)′
=

(3x+1)′(2x−3)− (3x+1)(2x−3)′

(2x−3)2 =

=
3(2x−3)−2(3x+1)

(2x−3)2 =
6x−9−6x−2

(2x−3)2 =− 11
(2x−3)2 .

В i д п о в i д ь: a) y′ = (3x2 −6x+5)cosx− (x3 −3x2 +5x−π)sinx ;

б) y′ =− 11
(2x−3)2 .
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Для диференцiювання складеної функцiї f
(

g(x)
)

справедливе наступне правило:

[

f
(

g(x)
)

]′
= f ′

(

g(x)
)

g′(x) .

П р и к л а д 2. Знайти похiднi наступних функцiй:

а) y(x) =
√

3x2 +5x+1; б) y(x) = 3
√

x2 +3x−5;

в) y(x) =
5√

2x−1
; г) y(x) = cos

(

3x− π
4

)

; д) y(x) = f (kx+b),

де функцiя f має похiдну f ′ , а k i b – деякi сталi, не
рiвнi нулю;

е) y(x) = sin x2 ; є) y(x) = sin2 x ; ж) y(x) = ln3 (x2 +4) .
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Р о з в’ я з а н н я. а) Подамо складену функцiю
y(x) =

√
3x2 +5x+1 у виглядi y(x) = f (g(x)) , де

f (t) =
√

t i t = g(x) = 3x2 +5x+1 . Враховуючи, що
f ′(t) = 1

2
√

t i t = 3x2 +5x+1 , у вiдповiдностi з

правилом диференцiювання складеної функцiї маємо

y′(x) =
(√

3x2 +5x+1
)′

=
1

2
√

3x2 +5x+1
(3x2 +5x+1)′ =

=
6x+5

2
√

3x2 +5x+1
.

б) Аналогiчно подамо функцiю y(x) = 3
√

x2 +3x−5 у
виглядi y(x) = f (g(x)), де f (t) = 3

√
t , t = g(x) = x2+3x−5 ,

i, враховуючи, що f ′(t) = 1
3 3√t2
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3
√

x2 +3x−5
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3 3
√

(x2 +3x−5)2
(x2 +3x−5)′ =

=
2x+3

3 3
√

(x2 +3x−5)2
.
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√
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y′(x) =
(√

3x2 +5x+1
)′

=
1

2
√

3x2 +5x+1
(3x2 +5x+1)′ =

=
6x+5

2
√
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√
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в) Перепишемо функцiю y(x) у виглядi y(x) = 5(2x−1)−1/2 .
Отже, маємо складену функцiю y(x) = f (g(x)) , де
f (t) = 5t−1/2 i t = g(x) = 2x − 1 . Тепер, враховуючи, що

f ′(t) = 5
(

− 1
2

)

t−
1
2−1 =− 5

2 t−3/2 , отримуємо

y′(x) =
(

5(2x−1)−1/2
)′
=− 5

2 (2x−1)−3/2 (2x−1)′ =

=−5(2x−1)−3/2 =− 5√
(2x−1)3

.

г) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = cos t , t = g(x) = 3x− π
4 .

Тому

y′(x) =
(

cos
(

3x− π
4

))′
=−sin

(

3x− π
4

)(

3x− π
4

)′
=

=−3sin
(

3x− π
4

)

.

д) Аналогiчно отримуємо
y′(x) =

(

f (kx+b)
)′
= f ′(kx+b)(kx+b)′ = k f ′(kx+b) .

е) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = sin t , t = g(x) = x2 .

Тому y′(x) = (sin x2)′ = cos x2 (x2)′ = 2x cos x2 .

ЗФМШ, Kиїв Похiдна



Границя Похiдна Приклади iз ЗНО Похiдна Технiка диференцiювання

Технiка диференцiювання

в) Перепишемо функцiю y(x) у виглядi y(x) = 5(2x−1)−1/2 .
Отже, маємо складену функцiю y(x) = f (g(x)) , де
f (t) = 5t−1/2 i t = g(x) = 2x − 1 . Тепер, враховуючи, що

f ′(t) = 5
(

− 1
2

)

t−
1
2−1 =− 5

2 t−3/2 , отримуємо

y′(x) =
(

5(2x−1)−1/2
)′
=− 5

2 (2x−1)−3/2 (2x−1)′ =

=−5(2x−1)−3/2 =− 5√
(2x−1)3

.

г) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = cos t , t = g(x) = 3x− π
4 .

Тому

y′(x) =
(

cos
(

3x− π
4

))′
=−sin

(

3x− π
4

)(

3x− π
4

)′
=

=−3sin
(

3x− π
4

)

.

д) Аналогiчно отримуємо
y′(x) =

(

f (kx+b)
)′
= f ′(kx+b)(kx+b)′ = k f ′(kx+b) .

е) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = sin t , t = g(x) = x2 .

Тому y′(x) = (sin x2)′ = cos x2 (x2)′ = 2x cos x2 .

ЗФМШ, Kиїв Похiдна



Границя Похiдна Приклади iз ЗНО Похiдна Технiка диференцiювання

Технiка диференцiювання

в) Перепишемо функцiю y(x) у виглядi y(x) = 5(2x−1)−1/2 .
Отже, маємо складену функцiю y(x) = f (g(x)) , де
f (t) = 5t−1/2 i t = g(x) = 2x − 1 . Тепер, враховуючи, що

f ′(t) = 5
(

− 1
2

)

t−
1
2−1 =− 5

2 t−3/2 , отримуємо

y′(x) =
(

5(2x−1)−1/2
)′
=− 5

2 (2x−1)−3/2 (2x−1)′ =

=−5(2x−1)−3/2 =− 5√
(2x−1)3

.

г) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = cos t , t = g(x) = 3x− π
4 .

Тому

y′(x) =
(

cos
(

3x− π
4

))′
=−sin

(

3x− π
4

)(

3x− π
4

)′
=

=−3sin
(

3x− π
4

)

.

д) Аналогiчно отримуємо
y′(x) =

(

f (kx+b)
)′
= f ′(kx+b)(kx+b)′ = k f ′(kx+b) .

е) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = sin t , t = g(x) = x2 .

Тому y′(x) = (sin x2)′ = cos x2 (x2)′ = 2x cos x2 .

ЗФМШ, Kиїв Похiдна



Границя Похiдна Приклади iз ЗНО Похiдна Технiка диференцiювання

Технiка диференцiювання

в) Перепишемо функцiю y(x) у виглядi y(x) = 5(2x−1)−1/2 .
Отже, маємо складену функцiю y(x) = f (g(x)) , де
f (t) = 5t−1/2 i t = g(x) = 2x − 1 . Тепер, враховуючи, що

f ′(t) = 5
(

− 1
2

)

t−
1
2−1 =− 5

2 t−3/2 , отримуємо

y′(x) =
(

5(2x−1)−1/2
)′
=− 5

2 (2x−1)−3/2 (2x−1)′ =

=−5(2x−1)−3/2 =− 5√
(2x−1)3

.

г) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = cos t , t = g(x) = 3x− π
4 .

Тому

y′(x) =
(

cos
(

3x− π
4

))′
=−sin

(

3x− π
4

)(

3x− π
4

)′
=

=−3sin
(

3x− π
4

)

.

д) Аналогiчно отримуємо
y′(x) =

(

f (kx+b)
)′
= f ′(kx+b)(kx+b)′ = k f ′(kx+b) .

е) Тут y(x) = f (g(x)), де f (t) = sin t , t = g(x) = x2 .

Тому y′(x) = (sin x2)′ = cos x2 (x2)′ = 2x cos x2 .

ЗФМШ, Kиїв Похiдна



Границя Похiдна Приклади iз ЗНО Похiдна Технiка диференцiювання

Технiка диференцiювання

є) Як i у попередньої функцiї y(x) , тут вираз y(x)
складено з тих же операцiй (пiднесення до квадрату i
синус), але порядок цих операцiй iнший. Дiйсно, маємо
y(x) = f (g(x)) , де f (t) = t2 i t = g(x) = sinx . Тому

y′(x) = (sin2 x)′ = 2sinx(sinx)′ = 2sinx cosx .

Вiдзначимо тут також ще один спосiб знаходження
похiдної y′(x) , при якому спочатку перетворюється
вираз y(x) :

y′(x) = (sin2 x)′ =
(

1− cos2x
2

)′
=

(

1
2
− 1

2
cos2x

)′
=

= 0− 1
2
(−sin2x)(2x)′ = sin2x .

Очевидно, що обидва розглянутих способи знаходження
похiдної функцiї sin2 x приводять до однакового
результату.
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1− cos2x
2

)′
=

(

1
2
− 1

2
cos2x

)′
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= 0− 1
2
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Очевидно, що обидва розглянутих способи знаходження
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результату.

ЗФМШ, Kиїв Похiдна



Границя Похiдна Приклади iз ЗНО Похiдна Технiка диференцiювання

Технiка диференцiювання

ж) Тут складена функцiя y(x) = ln3(x2 +4) подається у
виглядi y(x) = f (g(x)) , де f (t) = t3 , а функцiя
t = g(x) = ln(x2 +4) , в свою чергу, є складеною
функцiєю, оскiльки g(x) = h(ϕ(x)) при h(z) = ln z i
z = ϕ(x) = x2 +4 .

Отже, при обчисленнi похiдної y′(x) правило
диференцiювання складеної функцiї використовується
двiчi так, що послiдовно матимемо

y′(x) =
(

ln3 (x2 +4)
)′
= 3ln2 (x2 +4)g′(x) =

= 3ln2 (x2 +4)
(

ln(x2 +4)
)′
= 3ln2 (x2 +4)

1
x2 +4

(x2 +4)′ =

=
6x

x2 +4
ln2 (x2 +4) .

В i д п о в i д ь: a) y′ =
6x+5

2
√

3x2 +5x+1
; б) y′ =

2x+3

3 3
√

(x2 +3x−5)2
;
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√
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в) y′ =− 5
√

(2x−1)3
; г) y′ =−3sin

(

3x− π
4

)

;

д) y′ = k f ′(kx+b) ; е) y′ = 2x cos x2 ; є) y′ = sin2x ;

ж) y′ =
6x

x2 +4
ln2 (x2 +4) .

Розглянемо ще один приклад, в якому при знаходженнi
похiдної використовуються рiзнi правила
диференцiювання.

П р и к л а д 3. Знайти похiдну функцiї

y(x) =
√

3− x
1− x

.
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Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з правилом
диференцiювання частки маємо

y′(x) =
(
√

3− x
1− x

)′
=

(
√

3− x)′(1− x)−
√

3− x(1− x)′

(1− x)2 . (1)

У вiдповiдностi з правилом диференцiювання складеної
функцiї знаходимо

(
√

3− x)′ =
1

2
√

3− x
(3− x)′ =− 1

2
√

3− x
.

Пiдставляючи цей вираз в рiвнiсть (1), далi отримуємо

y′(x) =
− 1−x

2
√

3−x
+
√

3− x

(1− x)2 =
−(1− x)+2(3− x)

2
√

3− x(1− x)2
=

=
5− x

2
√

3− x(1− x)2
.

В i д п о в i д ь: y′ =
5− x

2
√

3− x(1− x)2
.
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 4 (Пробне тестування ЗНО, 2011 р.).

Зайдiть похiдну функцiї: f (x) =
x

x2 +1
.

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з правилом
диференцiювання частки отримуємо

f ′(x) =
(

x
x2 +1

)′
=

(x)′(x2 +1)− x(x2 +1)′

(x2 +1)2 =

=
x2 +1−2x2

(x2 +1)2 =
1− x2

(x2 +1)2 .

В i д п о в i д ь: f ′(x) =
1− x2

(x2 +1)2 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 5 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2016 р.).
Обчислiть значення похiдної функцiї y =

√
13−3x в

точцi x0 = 3 .

Р о з в’ я з а н н я. У вiдповiдностi з правилом
диференцiювання складеної функцiї отримуємо

y′(x) =
(√

13−3x
)′
=

1
2
√

13−3x
(13−3x)′ =− 3

2
√

13−3x
.

Тепер

y′(x0) = y′(3) =− 3
2
√

13−3 ·3
=− 3

2 ·2 =−3
4
=−0,75 .

В i д п о в i д ь: −0,75 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 6 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2011 р.).
Матерiальна точка рухається за законом s(t) = 2t2 +3t ,
де s вимiрюється в метрах, а t в секундах. Знайдiть
значення t (в секундах), при якому миттєва швидкiсть
матерiальної точки дорiвнює 76 м/с .

Р о з в’ я з а н н я. Миттєва швидкiсть матерiальної точки
в момент часу t — це

v(t) = s′(t) = (2t2 +3t)′ = 4t +3 .

Тепер знайдемо значення t , при якому v(t) = 76 :

4t +3 = 76 , звiдки отримуємо t = 73/4 = 18,25 (с).

В i д п о в i д ь: 18,25 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 7 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2018 р.).
Тiло рухається прямолiнiйно за законом s(t) = 2

3 t3−2t2+4t
(час t вимiрюється в секундах, шлях s — в метрах).
Визначiть прискорення його руху в момент t = 10 с .

Р о з в’ я з а н н я. Миттєва швидкiсть тiла в момент часу t —
це

v(t) = s′(t) =
( 2

3 t3 −2t2 +4t
)′
= 2t2 −4t +4 ,

а миттєве прискорення — це

a(t) = v′(t) = (2t2 −4t +4)′ = 4t −4 .

Отже, прискорення його руху в момент t = 10 с дорiвнює

a(10) = 4 ·10−4 = 36 (м/с2).

В i д п о в i д ь: 36 .
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