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Дослiдження функцiй Приклади

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Локальнi екстремуми

Оскiльки похiдна виражає швидкiсть змiни функцiї в
точцi, то вона є характеристикою локальної поведiнки
функцiї. При описi локальних властивостей функцiй
використовується поняття околу.

Околом точки x0 називають iнтервал (a,b) , який
мiстить цю точку.
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Розглянемо поняття локальних екстремумiв функцiї, а
також точок локальних екстремумiв.

Якщо для всiх x з деякого околу точки x0
виконується нерiвнiсть f (x)≤ f (x0) (або
f (x)≥ f (x0) ), то таку точку x0 називають точкою
локального максимума (вiдповiдно, мiнiмума)
функцiї f (x). При цьому вiдповiдне значення
функцiї f (x0) називається локальним максимумом
(мiнiмумом) функцiї f (x) (див. мал.).
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xmin – точка локального мiнiмума
xmax – точка локального максимума

ymin = f (xmin) – локальний мiнiмум
ymax = f (xmax) – локальний максимум
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Локальнi екстремуми

Термiн "локальний" у назвi максимума (чи мiнiмума)
пiдкреслює, що максимум (чи мiнiмум) у точцi x0 має
мiсце лише вiдносно сусiднiх точок i може не бути при
цьому абсолютним максимумом (чи мiнiмумом) функцiї.

Так, очевидно, що функция, графiк якої зображено на
мал., приймає значення бiльшi, нiж локальний
максимум ymax , i меншi, нiж локальний мiнiмум ymin .
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А ось функцiя y = x6 +2 має в точцi x0 = 0 не тiльки
локальний, але також i абсолютний мiнiмум, рiвний 2,
оскiльки значень, менших числа 2, ця функцiя не
приймає (див. мал.).
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У зв’язку з цим зазначимо, що немає нiчого дивного в
тому, що локальний мiнiмум може виявитися бiльшим,
нiж локальний максимум функцiї.
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y = x+ 1
x Наприклад, функцiя y = x + 1

x ,
графiк якої зображено на мал.,
має локальний мiнiмум
ymin = y(1) = 2 i локальний
максимум ymax = y(−1) = −2 ,
тобто у цьому випадку ymin > ymax .

Функцiю y = x+ 1
x буде дослiджено далi в Прикладi 1.

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Локальнi екстремуми

У зв’язку з цим зазначимо, що немає нiчого дивного в
тому, що локальний мiнiмум може виявитися бiльшим,
нiж локальний максимум функцiї.

-

6

O

y

x
e

r

r

r

r

2

−2
1−1

y = x+ 1
x Наприклад, функцiя y = x + 1

x ,
графiк якої зображено на мал.,
має локальний мiнiмум
ymin = y(1) = 2 i локальний
максимум ymax = y(−1) = −2 ,
тобто у цьому випадку ymin > ymax .

Функцiю y = x+ 1
x буде дослiджено далi в Прикладi 1.

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Локальнi екстремуми

Звернемо також увагу на те, що в означеннi точки
локального максимума (чи мiнiмума) використовується
нестрога нерiвнiсть f (x)≤ f (x0) (чи, вiдповiдно,
f (x)≥ f (x0) ). Це означає, що значення функцiї в точцi
локального максимума – не менше, а в точцi локального
мiнiмума – не бiльше, нiж у сусiднiх точках.

Щоб роз’яснити змiст цього зауваження, розглянемо
функцiю y = |x−3|+ |x−5| та її графiк, зображений на
наступному малюнку.
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y = |x−3|+ |x−5|
Точки локального мiнiмума
цiєї функцiї заповнюють вiд-
рiзок [3;5], оскiльки значення
функцiї в цих точках не бiльшi,
нiж у сусiднiх точках.

Проте, будь-яка точка x з iнтервалу (3;5) є також
точкою локального максимума (!) цiєї функцiї, оскiльки
значення функцiї в цiй точцi дорiвнює значенню у
сусiднiх точках (а отже, не менше, нiж у них).

Отже, точки промiжку (3;5) є для функцiї
y = |x−3|+ |x−5| одночасно i точками локального
мiнiмума i точками локального максимума.
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Ще однiєю особливiстю означення точки локального
максимума (чи мiнiмума) є неявна вимога того, щоб
функцiя f (x) обов’язково була визначена в деякому
околi точки локального максимума (мiнiмума) з обох
сторiн вiд цiєї точки.
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D(y) = [0,∞)

Наслiдком цiєї вимоги, зокрема,
є висновок про те, що функцiя
y =

√
x не має в точцi x = 0

локального мiнiмума, оскiльки ця
функцiя не визначена злiва вiд
точки x = 0 . У той же час,
очевидно, що в точцi x = 0
функцiя y =

√
x має абсолютний

мiнiмум, рiвний нулю.
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Нарештi, зазначимо, що в шкiльному курсi математики
слово "локальний" у назвi максимума (чи мiнiмума), як
правило, опускається. При цьому

точки максимума и мiнiмума називають точками
екстремума, а вiдповiднi їм значення функцiї —
екстремумами функцiї.

Не потрiбно плутати поняття екстремума i точки
екстремума функцiї. Тому, ще раз пiдкреслимо, що
екстремум – це значення функцiї в точцi екстремума.
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xmin – точка мiнiмума
xmax – точка максимума

ymin = f (xmin) – мiнiмум
ymax = f (xmax) – максимум

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Локальнi екстремуми

Нарештi, зазначимо, що в шкiльному курсi математики
слово "локальний" у назвi максимума (чи мiнiмума), як
правило, опускається. При цьому

точки максимума и мiнiмума називають точками
екстремума, а вiдповiднi їм значення функцiї —
екстремумами функцiї.

Не потрiбно плутати поняття екстремума i точки
екстремума функцiї. Тому, ще раз пiдкреслимо, що
екстремум – це значення функцiї в точцi екстремума.

-

6

qq

q

q

xO

y
y = f (x)

ymax

ymin

xmax xmin

xmin – точка мiнiмума
xmax – точка максимума

ymin = f (xmin) – мiнiмум
ymax = f (xmax) – максимум

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Ознаки зростання i спадання функцiї

Застосування похiдної до дослiдження функцiї базується
на наступних ознаках зростання i спадання функцiї.

Достатня ознака зростання функцiї:
якщо f ′(x)> 0 на iнтервалi (a,b), то функцiя f (x)
зростає на цьому iнтервалi.

Достатня ознака спадання функцiї:
якщо f ′(x)< 0 на iнтервале (a,b), то функцiя f (x)
спадає на цьому iнтервалi.

З цих ознак випливає, що локальний екстремум у
функцiї f (x) можливий лише в тих точках, у яких
похiдна f ′(x) або дорiвнює нулю, або не iснує.
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зростає на цьому iнтервалi.

Достатня ознака спадання функцiї:
якщо f ′(x)< 0 на iнтервале (a,b), то функцiя f (x)
спадає на цьому iнтервалi.

З цих ознак випливає, що локальний екстремум у
функцiї f (x) можливий лише в тих точках, у яких
похiдна f ′(x) або дорiвнює нулю, або не iснує.

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Ознаки зростання i спадання функцiї

Застосування похiдної до дослiдження функцiї базується
на наступних ознаках зростання i спадання функцiї.

Достатня ознака зростання функцiї:
якщо f ′(x)> 0 на iнтервалi (a,b), то функцiя f (x)
зростає на цьому iнтервалi.

Достатня ознака спадання функцiї:
якщо f ′(x)< 0 на iнтервале (a,b), то функцiя f (x)
спадає на цьому iнтервалi.

З цих ознак випливає, що локальний екстремум у
функцiї f (x) можливий лише в тих точках, у яких
похiдна f ′(x) або дорiвнює нулю, або не iснує.

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Ознаки зростання i спадання функцiї

Застосування похiдної до дослiдження функцiї базується
на наступних ознаках зростання i спадання функцiї.

Достатня ознака зростання функцiї:
якщо f ′(x)> 0 на iнтервалi (a,b), то функцiя f (x)
зростає на цьому iнтервалi.

Достатня ознака спадання функцiї:
якщо f ′(x)< 0 на iнтервале (a,b), то функцiя f (x)
спадає на цьому iнтервалi.

З цих ознак випливає, що локальний екстремум у
функцiї f (x) можливий лише в тих точках, у яких
похiдна f ′(x) або дорiвнює нулю, або не iснує.

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Екстремуми Ознаки монотонностi, крит. точки

Критичнi точки функцiї

Критичними точками (тобто точками, що є
пiдозрiлими на екстремум) функцiї f (x)
називаються точки з областi визначення цiєї
функцiї, в яких похiдна f ′(x) або не iснує, або
дорiвнює нулю.

Вiдзначимо, що в точцi (x0, f (x0)) такiй, що f ′(x0) = 0,
графiк функцiї y = f (x) має дотичну, паралельну осi Ox.
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Критичнi точки функцiї

В точцi (x, f (x)) , для якої f ′(x) не визначена (тобто
похiдна в точцi x не iснує), графiк функцiї y = f (x)
має одну з наступних особливостей:

1) або дотична до графiка в
цiй точцi паралельна осi Oy .
Наприклад, графiк функцiї
f (x) = 3

√
x в точцi (0;0),

перетинаючи вiсь Oy, у той же
час дотикається (!) до цiєї осi (див.
мал.);

-
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y = 3
√

x

y′ = 1
3 3√x2

D(y′) : x 6= 0

r

2) або графiк функцiї в цiй точцi не
має дотичної. Наприклад, графiк
функцiї y = |x− a| не має дотичної
в точцi (a;0), в якiй є злам графiка
(див. мал.).
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O xa
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y = |x−a|
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Критичнi точки функцiї

Пiдкреслимо, що критична точка функцiї може не бути
точкою екстремума цiєї функцiї.

Так, функцiї f (x) = x3 i g(x) = x2 мають критичну
точку x = 0, оскiльки f ′(0) = g′(0) = 0 , тобто їх графiки
дотикаються до осi Ox в початку координат. При цьому
функцiя g(x) = x2 в точцi x = 0 має мiнiмум, а функцiя
f (x) = x3 екстремума в нiй не має, оскiльки зростає на
всiй числовiй прямiй.
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Критичнi точки функцiї

Аналогiчно, функцiї f (x) =− 3
√

x i g(x) = 3
√

x2 мають
критичну точку x = 0 , оскiльки їх похiднi f ′(x) =− 1

3 3√x2

i g′(x) = 2
3 3√x в цiй точцi не визначенi, а їх графiки

дотикаються (!) до осi Oy .

При цьому функцiя f (x) =− 3
√

x спадає на всiй числовiй
прямiй i в точцi x = 0 екстремума не має,
а функцiя g(x) = 3

√
x2 має в нiй мiнiмум.
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Ознаки монотонностi функцiї (продовження)

Зазначимо, що наведенi тут приклади функцiй y = x3 i
y =− 3

√
x показують також, що умови f ′(x)> 0 i

f ′(x)< 0 не є необхiдними вiдповiдно для зростання i
спадання функцiї.

-

6

O

y

x

y = x3
Функцiя f (x) = x3 є строго
зростаючою на всiй числовiй
прямiй, а умова f ′(x) = 3x2 > 0
при x = 0 не виконується.

-

6

O

y

x

y =− 3
√

x

Функцiя f (x) = − 3
√

x є строго
спадною на всiй числовiй
прямiй, а умова f ′(x) < 0 при
x = 0 не виконується, оскiльки
похiдна f ′(x) = − 1

3 3√x2
в цiй

точцi не визначена.
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Ознаки монотонностi функцiї (продовження)

Не зважаючи на це, у випадку, коли похiдна f ′(x) iснує
в усiх точках деякого iнтервала, умова f ′(x)> 0 (або
f ′(x)< 0 ) видiляє, так би мовити, бiльшу частину
множини зростання (вiдповiдно, спадання) функцiї f (x)
на цьому iнтервалi, а ознаки зростання i спадання
функцiї можна уточнити у наступний спосiб.

Якщо функцiя f (x) має похiдну при всiх x ∈ (a,b) ,
то для того щоб ця функцiя зростала ( спадала )
всюди на iнтервалi (a,b) , необхiдно i достатньо,
щоб при всiх x ∈ (a,b) виконувалась нерiвнiсть
f ′(x)≥ 0 (вiдповiдно, f ′(x)≤ 0 ) i критичнi точки
функцiї f (x) не заповнювали при цьому цiлий
промiжок на iнтервалi (a,b) .
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Критичнi точки функцiї (резюме)

Видiлимо найбiльш типовi випадки поведiнки функцiї
f (x) в критичних точках.

Якщо при переходi через критичну точку x0
неперервної функцiї f (x):

похiдна f ′(x) змiнює знак, то x0 є точкою

екстремума функцiї f (x);
f ′(x) не змiнює знака, то x0 не є точкою

екстремума функцiї f (x) .

Якщо ж похiдна f ′(x) дорiвнює нулю в деякому
околi точки x0 , то функцiя f (x) приймає стале
значення в цьому околi, а точка x0 (як i iншi точки
цього околу) є одночасно i точкою локального
максимума i точкою локального мiнiмума функцiї
f (x) .
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Приклади

П р и к л а д 1. Знайти промiжки зростання i спадання,
точки максимума i мiнiмума, а також максимуми i

мiнiмуми функцiї f (x) = x+
1
x

.

Р о з в’ я з а н н я. Вкажемо область визначення функцiї:

D( f ) = (−∞,0)∪ (0,∞).

Знаходимо похiдну: f ′(x) = 1− 1
x2 =

x2 −1
x2 .

Оскiльки область визначення похiдної
D( f ′) = (−∞,0)∪ (0,∞) збiгається з областю визначення
D( f ) самої функцiї f (x) , то критичнi точки цiєї функцiї
слiд шукати серед коренiв рiвняння

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 −1
x2 = 0 ⇐⇒ x =±1 .
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визначаємо знак похiдної на рiзних промiжках числової
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6 6

т. max т. min

fu

Визначаємо промiжки
зростання i спадання
функцiї, знаходимо точку
максимума xmax = −1 i
точку мiнiмума xmin = 1 .

Нарештi, обчислюємо максимум
ymax = f (xmax) = f (−1) =−1+ 1

−1 =−2
i мiнiмум ymin = f (xmin) = f (1) = 1+ 1

1 = 2 .
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В i д п о в i д ь: функцiя f (x) зростає на промiжках
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мiнiмум функцiї .

Зазначимо, що в силу неперервностi функцiї f (x) в
точках экстремумiв цi точки приєднуються до
промiжкiв зростання i спадання функцiї.
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r

r

r

r

2

−2
1−1

y = x+ 1
x Зазначимо також, що локальний

максимум розглянутої функцiї
ymax = f (−1) =−2 менший, нiж її
локальний мiнiмум
ymin = f (1) = 2 .

ЗФМШ, Kиїв Застосування похiдної до дослiдження функцiй



Дослiдження функцiй Приклади Приклади Приклад iз ЗНО

Приклади

П р и к л а д 2. Знайти екстремуми функцiї
f (x) =

√
2x2 −8x+9 .

Р о з в’ я з а н н я. Розглянемо два способи розв’язання
(перший – iз застосуванням похiдної за стандартною
схемою i другий – без її застосування, який базується на
специфiчних властивостях функцiй, що утворюють
задану складену функцiю).

1-й с п о с i б. Область визначення функцiї знаходиться
шляхом розв’язання нерiвностi 2x2 −8x+9 ≥ 0 .

-
x

y = 2x2 −8x+9 Парабола y= 2x2−8x+9 не перетинає вiсь
Ox, оскiльки квадратне рiвняння
2x2−8x+9 = 0 не має коренiв в силу того,
що його дискримiнант
D = 64−4 ·2 ·9 =−8 < 0 .
Оскiльки парабола цiлком лежить вище
осi Ox , то D( f ) = R .
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Знаходимо похiдну

f ′(x) = (
√

2x2 −8x+9)′ = 1
2
√

2x2−8x+9
(2x2 −8x+9)′ =

= 4x−8
2
√

2x2−8x+9
= 2x−4√

2x2−8x+9
.

Область визначення похiдної знаходиться шляхом
розв’язання нерiвностi 2x2 −8x+9 > 0 ⇐⇒ x ∈ R
(див. попереднiй малюнок), тобто збiгається з областю
визначення D( f ) самої функцiї f (x) .
Отже, всi критичнi точки цiєї функцiї – це коренi
рiвняння

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2x−4√
2x2−8x+9

= 0 ⇐⇒ x = 2 .
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Криву знакiв для похiдної y = f ′(x) = 2x−4√
2x2−8x+9

зображено на мал.

-?

2 x

+

= 0

s

− +
+ +

f ↘ ↗

6

т. min

Визначаючи промiжки зростання i
спадання функцiї, знаходимо точку
мiнiмума xmin = 2 .
Отже, функцiя f (x) має один локальний
мiнiмум
ymin = f (2) =

√
2 ·22 −8 ·2+9 =

√
1 = 1,

а локальних максимумiв функцiя не має.

В i д п о в i д ь: функцiя має мiнiмум ymin = f (2) = 1 i не
має максимумiв.

Перш, нiж розглянути 2-й спосiб розв’язання, вiдзначимо,
що при розв’язаннi рiзноманiтних завдань про знаходження
екстремумiв часто використовується iснування єдиної точки
екстремума у квадратичної функцiї.
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Точка екстремума квадратичної функцiї

Дiйсно, квадратична функцiя y = ax2 +bx+ c , a 6= 0 ,
має єдину точку екстремума, яка є абсцисою вершини

параболи i знаходиться за формулою xверш =− b
2a

.

При цьому у випадку a > 0 ця точка є точкою мiнiмума,
а у випадку a < 0 – точкою максимума.

-
x

r

xmin = xверш

a > 0

-
x

r

xmax = xверш

a < 0

xверш =− b
2a
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Приклади

2-й с п о с i б розв’язання Прикладу 2.

Подамо функцiю f (x) =
√

2x2 −8x+9 у виглядi
y =

√

t(x) , де t(x) = 2x2 −8x+9 .

Оскiльки функцiя y =
√

t є зростаючою при t ≥ 0 , то на
областi визначення D( f ) функцiя f (x) приймає бiльшi
значення при бiльших значеннях функцiї t(x) . Тому на
областi D( f ) = R точки екстремума функцiй f (x) i
t(x) спiвпадають.

Функцiя t(x) має єдину точку мiнiмума

xmin =−−8
2·2 = 2 (абсциса вершини параболи y = t(x) ) .

Отже, функцiя f (x) має єдиний екстремум – мiнiмум

ymin = f (2) =
√

2 ·22 −8 ·2+9 =
√

1 = 1 .

В i д п о в i д ь: функцiя має мiнiмум ymin = f (2) = 1 i не
має максимумiв.
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значення при бiльших значеннях функцiї t(x) . Тому на
областi D( f ) = R точки екстремума функцiй f (x) i
t(x) спiвпадають.

Функцiя t(x) має єдину точку мiнiмума

xmin =−−8
2·2 = 2 (абсциса вершини параболи y = t(x) ) .

Отже, функцiя f (x) має єдиний екстремум – мiнiмум

ymin = f (2) =
√

2 ·22 −8 ·2+9 =
√

1 = 1 .

В i д п о в i д ь: функцiя має мiнiмум ymin = f (2) = 1 i не
має максимумiв.
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П р и к л а д 3. Знайти екстремуми функцiї
f (x) = log2(6x− x2 +7) .

Р о з в’ я з а н н я. Як i в попередньому прикладi,
розглянемо два способи розв’язання.

1-й с п о с i б.

-
−1 x7

y = x2 −6x−7

u ue e

Область визначення функцiї
знаходиться шляхом розв’язання
нерiвностi

6x− x2 +7 > 0 ⇐⇒ x2 −6x−7 < 0 ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ (−1;7) .

Знаходимо похiдну

f ′(x) =
(

log2(6x− x2 +7)
)′

= 1
(6x−x2+7) ln2(6x− x2 +7)′ =

= 6−2x
(6x−x2+7) ln2 .
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Оскiльки похiдна визначена всюди на D( f ) = (−1;7), то
всi критичнi точки цiєї функцiї – це коренi рiвняння

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 6−2x
(6x−x2+7) ln2 = 0 ⇐⇒ x = 3 .

Криву знакiв для похiдної y = f ′(x) = 6−2x
(6x−x2+7) ln2

зображено на мал.

-?
−1 3 7 x

+
= 0

�
� t �

�
??

не належать D( f )

+ −
+ +

f ↗ ↘

6

т. max

Визначаючи промiжки
зростання i спадання функцiї,
знаходимо точку максимума
xmax = 3 .
Отже, функцiя f (x) має один
локальний максимум
ymax = f (3) = log2(6 ·3−32 +7) =
= log2 16 = 4 ,
а локальних мiнiмумiв функцiя
не має.
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П р и к л а д 4. Знайти промiжки зростання i спадання,
точки максимума i мiнiмума, а також максимуми i
мiнiмуми функцiї f (x) = 2x+ cos2x .

Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що функцiя f (x) визначена
всюди на R . При цьому похiдна f ′(x) = 2−2sin2x
також визначена всюди на R .

Помiчаємо, що f ′(x)≥ 0 всюди на R , оскiльки
2 ≥ 2sin2x при всiх x ∈ R . Критичнi точки функцiї – це
коренi рiвняння

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2−2sin2x = 0 ⇐⇒ sin2x = 1 ⇐⇒
⇐⇒ 2x = π

2 +2πn , n ∈ Z ⇐⇒ x = π
4 +πn , n ∈ Z .

I хоча функцiя f (x) має нескiнченну множину
критичних точок, цi точки не заповнюють цiлий
промiжок.
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Отже, функцiя f (x) зростає всюди на R i при цьому не
має екстремумiв (тобто жодна з критичних точок цiєї
функцiї не є точкою екстремума).

В i д п о в i д ь: функцiя не має екстремумiв, оскiльки
зростає на всiй числовоi прямiй.
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П р и к л а д 5 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2008 р.).
Задано функцiю f (x) = 3x4 −4x3 −12x2 .

1. Знайдiть промiжки зростання та спадання функцiї,
екстремуми функцiї.
2. Побудуйте ескiз графiка функцiї f (x) .
3. Знайдiть кiлькiсть коренiв рiвняння f (x) = a , де
a ∈ R , залежно вiд значення параметра a .

Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що функцiя f (x) та її
похiддна f ′(x) = 12x3 −12x2 −24x визначенi всюди на R .

Знаходимо критичнi точки цiєї функцiї: f ′(x) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ 12x3 −12x2 −24x = 0 ⇐⇒ 12x(x2 − x−2) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

x = 0 ,
x2 − x−2 = 0 ,

⇐⇒





x = 0 ,
x =−1 ,
x = 2 .
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Р о з в’ я з а н н я. Очевидно, що функцiя f (x) та її
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⇐⇒ 12x3 −12x2 −24x = 0 ⇐⇒ 12x(x2 − x−2) = 0 ⇐⇒

⇐⇒
[

x = 0 ,
x2 − x−2 = 0 ,

⇐⇒





x = 0 ,
x =−1 ,
x = 2 .
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Використаємо допомiжнi малюнки
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−1 2 x
++

= 0 = 0
y = x2 − x−2

s s

для визначення знакiв похiдної
f ′(x) =12x3 −12x2 −24x = 12x(x2 − x−2) мiж критичними
точками:

-? ? ?

−1 0 2 x
++

= 0 = 0= 0

s ss

−+ −− +− ++

f ↘ ↗ ↘ ↗
6 6 6

т. min т. max т. min

Визначаємо промiжки
зростання i спадання
функцiї, знаходимо
точки екстремумiв.
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y = f ′(x) = 12x(x2 − x−2)

s ss

−+ −− +− ++

f ↘ ↗ ↘ ↗
6 6 6

т. min т. max т. min

Отже, функцiя f (x)

зростає на промежках
[−1;0] i [2,∞) ;

спадає – на (−∞,−1] i
[0;2] .

Вона має два локальних мiнiмума в точках x =−1 i
x = 2 :

f (−1) = 3(−1)4 −4(−1)3 −12(−1)2 = 3+4−12 =−5 ;

f (2) = 3 ·24 −4 ·23 −12 ·22 = 3 ·16−4 ·8−12 ·4 =

= 48−32−48 =−32
та один локальний максимум в точцi x = 0 :

f (0) = 0 .
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Ескiз графiка функцiї f (x) = 3x4 −4x3 −12x2 зображено
на мал.
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6

O

y

x

r

r

r

r

−32

−5

2
−1

Скористаємося побудованим ескiзом графiка функцiї
f (x) = 3x4 −4x3 −12x2 для визначення кiлькостi коренiв
рiвняння f (x) = a , де a ∈ R , в залежностi вiд значень
параметра a .
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Графiком функцiї y = a є пряма, яка паралельна осi
Ox при a 6= 0 i збiгається з Ox при a = 0 . Можливi 7
рiзних випадкiв розмiщення цiєї прямої вiдносно
графiка y = f (x) (див. мал., де цi випадки
пронумеровано римськими цифрами):
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VII
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Тепер очевидно, що
рiвняння f (x) = a :

у випадку I при a < −32
коренiв не має;

-

6

O

y

x

r−32 rII

у випадку II при a = −32
має 1 корiнь;
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у випадку III при
a ∈ (−32;−5)

-

6

O

y

x

VII
i у випадку VII при a > 0
має 2 коренi;
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у випадку IV при a =−5

-

6

O

y

x
rVI i у випадку VI при a = 0

має 3 коренi;
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у випадку V при
a ∈ (−5;0) має 4 коренi.

В i д п о в i д ь: промiжки зростання: [−1;0] i [2,∞) ;
промiжки спадання: (−∞,−1] i [0;2];
максимум: f (0) = 0 ;
мiнiмуми: f (−1) =−5 i f (2) =−32 .
При a <−32 рiвняння коренiв не має; при a =−32
рiвняння має 1 корiнь; при a ∈ (−32;−5)∪ (0,∞)
рiвняння має 2 коренi; при a =−5 i при a = 0 рiвняння
має 3 коренi; при a ∈ (−5;0) рiвняння має 4 коренi.
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