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Арифметична Геометрична Комбiн.

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Арифметична Геометрична Комбiн. Означення Формули Приклади iз ЗНО

Арифметична прогресiя

Послiдовнiсть a1, a2, . . . , an, . . . (скiнченна або
нескiнченна), члени якої зв’язанi спiввiдношеннями
an = an−1 +d , n ≥ 2 , називається арифметичною
прогресiєю, а число d – рiзницею прогресiї.

Наприклад, послiдовнiсть чисел 8;3;−2;−7 є
арифметичною прогресiєю з рiзницею d =−5 , а
рiзницею арифметичної прогресiї 0;0;0;0;0 є число
d = 0 .

Вiдзначимо, що арифметична прогресiя повнiстю
визначена, якщо заданi її перший член a1 i рiзниця
прогресiї d .
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Арифметична прогресiя

П р и к л а д 1. Знайти арифметичну прогресiю, якщо
сума її перших n членiв дорiвнює Sn = 6n2 −2n при
будь-якому n .

Р о з в’ я з а н н я. Для розв’язання задачi необхiдно
знайти перший член прогресiї a1 i її рiзницю d .
Зазначимо, що S1 = a1 . Оскiльки вiдома формула суми
Sn при будь-якому n , то, зокрема, при n = 1 маємо
a1 = S1 = 6 ·12 −2 ·1 = 4 .
Аналогiчно при n = 2 маємо S2 = 6 ·22 −2 ·2 = 20.
Оскiльки S2 = a1 +a2 i, крiм того, a1 = 4 , то
a2 = S2 −a1 = 20−4 = 16 .
За означенням рiзницi прогресiї d = an −an−1 при
будь-якому n ≥ 2 , зокрема, при n = 2 маємо
d = a2 −a1 = 16−4 = 12 , i розв’язання закiнчено.

В i д п о в i д ь: перший член прогресiї a1 = 4 , рiзниця
прогресiї d = 12 .
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Арифметична прогресiя

Для арифметичної прогресiї справедливi
спiввiдношення:

an = a1 +d(n−1) — формула n-ного члена прогресiї;

Sn =
a1 +an

2
n =

2a1 +d(n−1)
2

n — формула суми Sn перших

n членiв прогресiї;

an−1 +an+1 = 2an (при n ≥ 2) — характеристична властивiсть

арифметичної прогресiї.

Характеристична властивiсть рiвносильна означенню
арифметичної прогресiї у тому сенсi, що послiдовнiсть
чисел, яка володiє цiєю властивiстю, обов’язково є
арифметичною прогресiєю.
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Арифметична прогресiя

П р и к л а д 2. При яких значеннях x послiдовнiсть
a1 = 2x−6 , a2 =

√
x+3 , a3 = 2x+6 є арифметичною

прогресiєю ?

Р о з в’ я з а н н я. Числа a1,a2,a3 утворюють
арифметичну прогресiю за умови, що
a1 +a3 = 2a2 ⇐⇒ 4x = 2

√
x+3 ⇐⇒

√
x+3 = 2x .

Тепер, розв’язуючи отримане рiвняння за теоремою
√

f (x) = g(x)⇐⇒
{

g(x)≥ 0,
f (x) = (g(x))2,

отримуємо
√

x+3 = 2x ⇐⇒
{

2x ≥ 0,
x+3 = 4x2,

⇐⇒
{

x ≥ 0,
4x2 − x−3 = 0.

Рiвняння 4x2 − x−3 = 0 має два коренi: x1 =−3/4 i
x2 = 1 , при цьому розв’язком системи є тiльки додатнiй
корiнь x = 1 .

В i д п о в i д ь: x = 1 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 3 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2014 р.).
Арифметичну прогресiю (an) задано формулою n-го
члена an = 4−8n . Знайдiть рiзницю цiєї прогресiї.

Р о з в’ я з а н н я. Послiдовно знаходимо a1 = 4−8 =−4 ,
a2 = 4−8 ·2 = 4−16 =−12 i рiзницю прогресiї
d = a2 −a1 =−12− (−4) =−12+4 =−8 .

В i д п о в i д ь: −8 .

П р и к л а д 4 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2006 р.).
Обчислiть суму перших 20 членiв арифметичної про-
гресiї, якщо її перший член дорiвнює 2, а сьомий – 20.

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки a7 = a1 +6d , то 20 = 2+6d ,
звiдки знаходимо рiзницю прогресiї d = 18 : 6 = 3 . Тодi

S20 =
2a1 +19d

2
·20 = (2 ·2+19 ·3) ·10 = 610 .

В i д п о в i д ь: 610 .
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Арифметичну прогресiю (an) задано формулою n-го
члена an = 4−8n . Знайдiть рiзницю цiєї прогресiї.

Р о з в’ я з а н н я. Послiдовно знаходимо a1 = 4−8 =−4 ,
a2 = 4−8 ·2 = 4−16 =−12 i рiзницю прогресiї
d = a2 −a1 =−12− (−4) =−12+4 =−8 .

В i д п о в i д ь: −8 .

П р и к л а д 4 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2006 р.).
Обчислiть суму перших 20 членiв арифметичної про-
гресiї, якщо її перший член дорiвнює 2, а сьомий – 20.

Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки a7 = a1 +6d , то 20 = 2+6d ,
звiдки знаходимо рiзницю прогресiї d = 18 : 6 = 3 . Тодi

S20 =
2a1 +19d

2
·20 = (2 ·2+19 ·3) ·10 = 610 .

В i д п о в i д ь: 610 .
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Арифметична Геометрична Комбiн. Означення Формули Приклади iз ЗНО

Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 5 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2015 р.).
Плавець пiд час першого тренування подолав дистанцiю
у 450 м. Кожного наступного тренування вiн пропливав
на 50 м бiльше, нiж попереднього, поки не досягнув
результату – 1000 м за одне тренування. Пiсля цього пiд
час кожного вiдвiдування басейну плавець пропливав
1000 м. Скiльки всього кiлометрiв плавець проплив за
першi 10 тижнiв тренувань, якщо вiн тренувався тричi
кожного тижня?

Р о з в’ я з а н н я. За 10 тижнiв плавець провiв 10 ·3 = 30
тренувань.

Визначимо кiлькiсть тренувань n , пiд час яких вiн
збiльшував дистанцiю в арифметичнiй прогресiї з
першим членом a1 = 450 i рiзницею d = 50 , поки не
досягнув значення an = 1000 .
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Приклади iз ЗНО

Оскiльки an = a1 +d(n−1), при цьому a1 = 450 , d = 50 i
an = 1000 , то

1000 = 450+50(n−1) ⇐⇒ 1000 = 400+50n ⇐⇒
⇐⇒ 50n = 600 ⇐⇒ n = 12 .

Отже, пiд час 12 тренувань плавець збiльшував
дистанцiю в арифметичнiй прогресiї, пропливши за цей
час вiдстань (сума перших дванадцяти членiв
арифметичної прогресiї)

S12 =
a1 +a12

2
·12 = (450+1000) ·6 = 8700 (м), тобто 8,7 км.

Решту 18 тренувань вiн пропливав по 1000 м = 1 км за
тренування, пропливши за цей час вiдстань 18 км.
Отже, разом за 30 тренувань вiн проплив

8,7+18 = 26,7 (км).

В i д п о в i д ь: 26,7 .
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Арифметична Геометрична Комбiн. Означення Формули Неск. спадна Прикл. ЗНО

Геометрична прогресiя

Послiдовнiсть не рiвних нулю чисел b1,b2, . . . ,bn, . . .
(скiнченна або нескiнченна), члени якої зв’язанi
спiввiдношеннями bn = bn−1q , n ≥ 2 , називається
геометричною прогресiєю, а число q – знаменником
прогресiї.

З означення геометричної прогресiї зокрема випливає,
що її знаменник q = bn/bn−1 (тут n ≥ 2) не дорiвнює
нулю.

Наприклад, послiдовнiсть чисел 3;−6;12;−24;48 є
геометричною прогресiєю зi знаменником q =−2 .
Послiдовнiсть чисел 2;2;2;2;2 є арифметичною
прогресiєю з рiзницею d = 0 i в той же час є
геометричною прогресiєю зi знаменником q = 1 .
А ось арифметична прогресiя 0;0;0;0;0 (з рiзницею
d = 0) не є геометричною прогресiєю, оскiльки мiстить
числа, рiвнi нулю.
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Геометрична прогресiя

Вiдзначимо, що геометрична прогресiя повнiстю
визначена, якщо заданi її перший член b1 i знаменник
прогресiї q .
Для геометричної прогресiї справедливi спiввiдношення:

bn = b1 qn−1 — формула n-ного члена прогресiї;

Sn =
b1 (1−qn)

1−q
(якщо q 6= 1) — формула суми Sn перших

n членiв прогресiї;

b2
n = bn−1 bn+1 (при n ≥ 2) — характеристична властивiсть

геометричної прогресiї.

Характеристична властивiсть рiвносильна означенню
геометричної прогресiї у тому сенсi, що послiдовнiсть не
рiвних нулю чисел, яка володiє цiєю властивiстю,
обов’язково є геометричною прогресiєю.
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Геометрична прогресiя

П р и к л а д 6. При яких значеннях x послiдовнiсть
b1 = 2x−6 , b2 =

√
x+3 , b3 = 2x+6 , є геометричною

прогресiєю ?

Р о з в’ я з а н н я. Числа b1,b2,b3 утворюють
геометричну прогресiю, якщо вони не рiвнi нулю i
виконується умова

b1 b3 = b2
2 ⇐⇒ (2x−6)(2x+6) =

(√
x+3

)2 ⇐⇒

⇐⇒
{

x+3 ≥ 0,
4x2 −36 = x+3,

⇐⇒
{

x ≥−3,
4x2 − x−39 = 0,

Розв’яжемо квадратне рiвняння 4x2 − x−39 = 0 .
Його дискримiнант D = 1−4 ·4 · (−39) = 625 .

Отже, рiвняння має два коренi: x =
1± 25

8
, тобто

x1 =−3 i x2 = 13/4 , при цьому обидва коренi
задовольняють нерiвнiсть системи.
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Проте, помiчаємо, що при x =−3 числа b2 =
√

x+3 i
b3 = 2x+6 дорiвнюють нулю, i тому послiдовнiсть
b1,b2,b3 не є геометричною прогресiєю !

При x = 13/4 = 3,25 маємо

b1 = 2x−6 = 2 ·3,25−6 = 0,5 ,

b2 =
√

x+3 =
√

3,25+3 = 2,5 ,

b3 = 2x+6 = 2 ·3,25+6 = 12,5 .

Отже, числа b1,b2,b3 утворюють геометричну прогресiю
зi знаменником q = 5 .

В i д п о в i д ь: 3,25 .
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Нескiнченно спадна геометрична прогресiя

Геометрична прогресiя з нескiнченною кiлькiстю
членiв, знаменник якої q задовольняє нерiвнiсть
|q|< 1 , називається нескiнченно спадною
геометричною прогресiєю.

Наприклад, нескiнченно спадна геометрична прогресiя
27;9;3;1; . . . має знаменник q = 1/3 .

Вiдзначимо, що

члени нескiнченно спадної геометричної прогресiї
зменшуються лише у випадку, коли b1 > 0 i q > 0 .

При q < 0 у прогресiї чергуються додатнi i вiд’ємнi
члени. Такою є, наприклад, нескiнченно спадна
геометрична прогресiя 27;−9;3;−1; . . .
зi знаменником q =−1/3 .
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А у випадку, коли b1 < 0 i q > 0 , члени нескiнченно
спадної геометричної прогресiї навiть
збiльшуються. Наприклад, такою властивiстю володiють
члени нескiнченно спадної геометричної прогресiї
−27;−9;−3;−1; . . . зi знаменником q = 1/3 .

Проте, в усiх випадках модулi членiв нескiнченно
спадної геометричної прогресiї зменшуються,
наближаючись все ближче i ближче до числа 0. При
цьому сума Sn перших n членiв прогресiї при зростаннi
числа доданкiв n як завгодно близько наближається до
деякого числа S , яке називають сумою нескiнченно
спадної геометричної прогресiї.
Сума S нескiнченно спадної геометричної прогресiї
обчислюється за формулою

S =
b1

1−q
.
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Нескiнченно спадна геометрична прогресiя

П р и к л а д 7. Сума другого i п’ятого членiв
нескiнченно спадної геометричної прогресiї дорiвнює 18,
а добуток третього i четвертого її членiв дорiвнює 32.
Обчислити суму прогресiї .

Р о з в’ я з а н н я. Нехай b1 – перший член прогресiї, а
q – її знаменник. Маємо

b2 +b5 = 18 ⇐⇒ b1q+b1q4 = 18 ⇐⇒ b1q(1+q3) = 18 i

b3 b4 = 32 ⇐⇒ b1 q2 b1 q3 = 32 ⇐⇒ b2
1 q5 = 32 .

Отже, маємо систему рiвнянь
{

b1q(1+q3) = 18,
b2

1 q5 = 32

для знаходження b1 i q .
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Виражаючи b1 з першого рiвняння системи
{

b1q(1+q3) = 18,
b2

1 q5 = 32

i пiдставляючи отриманий вираз у друге рiвняння
системи, приходимо до рiвносильної системи рiвнянь


















b1 =
18

q(1+q3)
,

182 q3

(1+q3)2 = 32 .

Тепер, розв’язуючи друге рiвняння системи за
допомогою замiни змiнних t = q3 , отримуємо

182 t
(1+ t)2 = 32 ⇐⇒ 92 t

(1+ t)2 = 8 ⇐⇒ 81t −8(1+ t)2

(1+ t)2 = 0 ⇐⇒
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q(1+q3)
=

18
1
2(1+

1
8)

=
18

1
2 · 9

8

= 18 :
9
16

= 18 · 16
9

= 32 .
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S =
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1− 1

2
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1
2
= 32 ·2 = 64.

В i д п о в i д ь: 64 .
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Приклади iз ЗНО

П р и к л а д 8 (Пробне тестування ЗНО, 2017 р.).
Обчислiть другий член b2 геометричної прогресiї (bn) ,
якщо b1 =−0,25 , b4 = 2 .
Р о з в’ я з а н н я. Оскiльки b4 = b1 q3 , то
2 =−0,25q3 ⇐⇒ q3 =−8 , звiдки знаходимо знаменник
прогресiї: q =−2 . Тодi b2 = b1 q =−0,25 · (−2) = 0,5 .
В i д п о в i д ь: 0,5 .

П р и к л а д 9 (Зовнiшнє незалежне оцiнювання, 2008 р.).
Обчислiть суму членiв нескiнченно спадної геометричної
прогресiї, у якої bn = 5 ·3−n .
Р о з в’ я з а н н я. Послiдовно знаходимо
b1 = 5 ·3−1 = 5/3 , b2 = 5 ·3−2 = 5/9 i знаменник
прогресiї q = b2/b1 =

5
9 : 5

3 = 5
9 · 3

5 = 1
3 . Тодi

S =
b1

1−q
=

5
3

1− 1
3

=
5
3

:
2
3
=

5
3
· 3

2
=

5
2
= 2,5 .

В i д п о в i д ь: 2,5 .
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Арифметична Геометрична Комбiн. Задача

Приклад комбiнованої задачi на властивостi

арифметичної i геометричної прогресiй

На закiнчення розглянемо приклад, при розв’язаннi
якого використовуються властивостi як арифметичної,
так i геометричної прогресiї.

П р и к л а д 10. Дано чотири числа, з яких першi три є
послiдовними членами геометричної, а останнi три —
послiдовними членами арифметичної прогресiї. Сума
крайнiх чисел дорiвнює 32, сума середнiх дорiвнює 24.
Знайти цi числа.

Р о з в’ я з а н н я. Нехай задано числа x,y,z, t. За умовою
виконуються спiввiдношення x+ t = 32 , y+ z = 24 ,
а також y+ t = 2z (характеристична властивiсть
арифметичної прогресiї) i xz = y2 (характеристична
властивiсть геометричної прогресiї).
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Арифметична Геометрична Комбiн. Задача

Комбiнована задача

Отже, маємо систему рiвнянь














x+ t = 32 ,
y+ z = 24 ,
y+ t = 2z ,
xz = y2 .

Послiдовно виражаючи змiннi цiєї системи через z ,
отримуємо














y = 24− z ,
t = 2z− y = 2z− (24− z) = 3z−24 ,
x = 32− t = 32− (3z−24) = 56−3z ,
(56−3z)z = (24− z)2 .

Перетворимо останнє рiвняння системи:

56z−3z2 = 576−48z+ z2 ⇐⇒ 0 = 4z2 −104z+576 ⇐⇒
⇐⇒ z2 −26z+144 = 0 . Отримане квадратне рiвняння
має два коренi: z1 = 8 i z2 = 18 .
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Арифметична Геометрична Комбiн. Задача

Комбiнована задача

Отже, далi маємо






















y = 24− z ,
t = 3z−24 ,
x = 56−3z ,
[

z = 8 ,
z = 18 ,

⇐⇒
[

z = 8, y = 16, t = 0, x = 32,
z = 18, y = 6, t = 30, x = 2,

тобто система має два розв’язки. Вiдповiдно, iснують двi
четвiрки чисел x,y,z, t , що задовольняють умову задачi:
(32;16;8;0) або (2;6;18;30) .

В i д п о в i д ь: (32;16;8;0) або (2;6;18;30) .
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