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Правильна трикутна пiрамiда Методи

Мiй намiр полягає не

в тому, щоб навчати тут

методу, якому кожний має

слiдувати, щоб правильно

спрямовувати свiй розум, а

тiльки в тому, щоб показати,

яким чином спрямовував я

свiй власний розум.

Рене Декарт, "Мiркування

про метод"
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Правильна трикутна пiрамiда Методи Параметри Спiввiдношення

Правильна трикутна пiрамiда

Пiрамiда називається правильною, якщо її основа –
правильний многокутник, а висота опускається в центр
основи.

Розглянемо основнi
параметри правильної
трикутної пiрамiди:

a — сторона основи (AB = BC = AC = a),
b — бiчне ребро (SA = SB = SC = b),
H — висота (H = SO, O — центр основи),

l — апофема (l = SM, M — середина AC),
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Правильна трикутна пiрамiда

α — плоский кут при
вершинi (α = ∠CSB =
= ∠ASB = ∠ASC),

β — кут нахилу бiчного
ребра до площини
основи
(β = ∠SBO = ∠SCO =
= ∠SAO),

γ — двогранний кут при ребрi основи (лiнiйний кут
одного з цих двогранних кутiв ∠SMO = γ),

ϕ — двогранний кут при бiчному ребрi (лiнiйний
кут одного з цих двогранних кутiв утворюється
перпендикулярами AN i CN, проведеними на бiчне
ребро SB, якi у правильної пiрамiди мають спiльну
точку N),

ЗФМШ, Kиїв Стереометрiя-1: Метод стандартних задач



Правильна трикутна пiрамiда Методи Параметри Спiввiдношення

Правильна трикутна пiрамiда

α — плоский кут при
вершинi (α = ∠CSB =
= ∠ASB = ∠ASC),

β — кут нахилу бiчного
ребра до площини
основи
(β = ∠SBO = ∠SCO =
= ∠SAO),

γ — двогранний кут при ребрi основи (лiнiйний кут
одного з цих двогранних кутiв ∠SMO = γ),

ϕ — двогранний кут при бiчному ребрi (лiнiйний
кут одного з цих двогранних кутiв утворюється
перпендикулярами AN i CN, проведеними на бiчне
ребро SB, якi у правильної пiрамiди мають спiльну
точку N),

ЗФМШ, Kиїв Стереометрiя-1: Метод стандартних задач



Правильна трикутна пiрамiда Методи Параметри Спiввiдношення

Правильна трикутна пiрамiда

α — плоский кут при
вершинi (α = ∠CSB =
= ∠ASB = ∠ASC),

β — кут нахилу бiчного
ребра до площини
основи
(β = ∠SBO = ∠SCO =
= ∠SAO),

γ — двогранний кут при ребрi основи (лiнiйний кут
одного з цих двогранних кутiв ∠SMO = γ),

ϕ — двогранний кут при бiчному ребрi (лiнiйний
кут одного з цих двогранних кутiв утворюється
перпендикулярами AN i CN, проведеними на бiчне
ребро SB, якi у правильної пiрамiди мають спiльну
точку N),

ЗФМШ, Kиїв Стереометрiя-1: Метод стандартних задач



Правильна трикутна пiрамiда Методи Параметри Спiввiдношення

Правильна трикутна пiрамiда

α — плоский кут при
вершинi (α = ∠CSB =
= ∠ASB = ∠ASC),

β — кут нахилу бiчного
ребра до площини
основи
(β = ∠SBO = ∠SCO =
= ∠SAO),

γ — двогранний кут при ребрi основи (лiнiйний кут
одного з цих двогранних кутiв ∠SMO = γ),

ϕ — двогранний кут при бiчному ребрi (лiнiйний
кут одного з цих двогранних кутiв утворюється
перпендикулярами AN i CN, проведеними на бiчне
ребро SB, якi у правильної пiрамiди мають спiльну
точку N),

ЗФМШ, Kиїв Стереометрiя-1: Метод стандартних задач



Правильна трикутна пiрамiда Методи Параметри Спiввiдношення

Правильна трикутна пiрамiда

P i S0 — вiдповiдно
периметр i площа
основи,

r — радiус кола,
вписаного в основу,

R — радiус кола,
описаного навколо
основи,

V — об’єм пiрамiди,

Sбiч i Sп — вiдповiдно бiчна i повна поверхнi
пiрамiди,

rк — радiус кулi, вписаної в пiрамiду,

Rк — радiус кулi, описаної навколо пiрамiди.
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Правильна пiрамiда (основнi спiввiдношення)

Для довiльної правильної пiрамiди:

V =
1
3

S0H , Sбiч =
1
2

Pl , Sп = S0 +Sбiч .
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Основнi методи розв’язання геометричних задач

Пiдкреслимо, що в правильнiй пiрамiдi, як правило, за
заданими двома основними параметрами, один з яких не
є кутом, можна знайти будь-який iнший з основних
параметрiв (виключення складають, очевидно, випадки,
в яких обидва заданих параметри характеризують
основу пiрамiди, наприклад, P i S0).
Крiм того, за заданим кутом (α або β , або γ , або ϕ)
правильної пiрамiди можна знайти будь-який iнший з
цих кутiв.
При цьому використовуються два основних методи
розв’язання геометричних задач:

метод послiдовного розв’язання кiлькох
стандартних планiметричних задач;

метод введення допомiжної змiнної.
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Метод послiдовного розв’язання кiлькох стандартних

планiметричних задач

Необхiдною умовою застосування цього методу є
наявнiсть плоских фiгур, повнiстю визначених заданими
параметрами.

П р и к л а д 1. В правиль-
нiй трикутнiй пiрамiдi
a – сторона основи i α –
плоский кут при вершинi.
Знайти об’єм пiрамiди.

Р о з в’ я з а н н я.
Зазначимо, що при заданих
параметрах пiрамiди

рiвностороннiй трикутник ABC i рiвнобедрений
трикутник CSB є повнiстю визначеними.
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Метод послiдовного розв’язання кiлькох стандартних

планiметричних задач

Необхiдною умовою застосування цього методу є
наявнiсть плоских фiгур, повнiстю визначених заданими
параметрами.

П р и к л а д 1. В правиль-
нiй трикутнiй пiрамiдi
a – сторона основи i α –
плоский кут при вершинi.
Знайти об’єм пiрамiди.

Р о з в’ я з а н н я.
Зазначимо, що при заданих
параметрах пiрамiди

рiвностороннiй трикутник ABC i рiвнобедрений
трикутник CSB є повнiстю визначеними.
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Оскiльки об’єм пiрамiди
V = 1

3 S0H , а площа основи
пiрамiди S0 знаходиться
просто, то найбiльш
iстотною ланкою процесу
розв’язання задачi є
знаходження висоти
пiрамiди H.

Для знаходження висоти H = SO використаємо 4SOB.
Зазначимо, що при зображеннi заданої пiрамiди на
площинi (див. мал.) вiдбуваються iстотнi спотворення
довжин вiдрiзкiв i кутiв. Тому доцiльно робити окремо
зображення тих плоских елементiв пiрамiди, якi
використовуються в процесi розв’язання.
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Отже, зобразимо повнiстю
заданi 4ABC i 4CSB, а
також вибраний 4SOB для
знаходження висоти H = SO.
Необхiднi для знаходження
SO елементи OB i SB
вiдмiченi на нижньому мал.
стрiлочками. Вони можуть
бути знайденi вiдповiдно в
4ABC i 4CSB:

B

CA a

a a
qO

S

BC F a/2a/2

α
2

α
2

S

BO 6

�

S0–?

R = OB–?

SB–? SO–?
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Отже, розв’язання цiєї стереометричної задачi
зводиться до послiдовного розв’язання трьох
стандартних планiметричних задач:

B

CA a

a a
qO

S

BC F a/2a/2

α
2

α
2

S

BO 6

�

S0–?

R = OB–?

SB–? SO–?

1) в рiвносторонньому 4ABC знаходимо S0 i R:

S0 =
√

3
4 a2 , OB = R =

√
3

3 a ;

2) в рiвнобедреному 4CSB знаходимо бiчну сторону SB:
sin α

2 = FB
SB , звiдки SB = FB

sin α
2
= FB · 1

sin α
2
= a

2sin α
2

;

3) в прямокутному 4SOB знаходимо катет SO за
теоремою Пiфагора: SO =

√
SB2 −OB2 .
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Пiдставляючи в рiвнiсть SO =
√

SB2 −OB2 знайденi

вирази SB = a
2sin α

2
i OB = R = a

√
3

3 , знаходимо висоту

пiрамiди:

H = SO =

√

( a
2sin α

2

)2
−
(a

√
3

3

)2
=

√

a2

4sin2 α
2

− a2

3
=

=

√

a2(3−4sin2 α
2 )

12sin2 α
2

=
a

2
√

3 sin α
2

√

3−4sin2 α
2

.

Нарештi, знаходимо об’єм пiрамiди:

V =
1
3

S0H =
1
3
·
√

3
4

a2 · a
2
√

3 sin α
2

√

3−4sin2 α
2
=

=
a3

24 sin α
2

√

3−4sin2 α
2

.

В i д п о в i д ь: V =
a3

24 sin α
2

√

3−4sin2 α
2

.
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Пiдставляючи в рiвнiсть SO =
√

SB2 −OB2 знайденi

вирази SB = a
2sin α

2
i OB = R = a

√
3

3 , знаходимо висоту

пiрамiди:

H = SO =

√

( a
2sin α

2

)2
−
(a

√
3

3

)2
=

√

a2

4sin2 α
2

− a2

3
=

=

√

a2(3−4sin2 α
2 )

12sin2 α
2

=
a

2
√

3 sin α
2

√

3−4sin2 α
2

.

Нарештi, знаходимо об’єм пiрамiди:

V =
1
3

S0H =
1
3
·
√

3
4

a2 · a
2
√

3 sin α
2

√

3−4sin2 α
2
=

=
a3

24 sin α
2

√

3−4sin2 α
2

.

В i д п о в i д ь: V =
a3

24 sin α
2

√

3−4sin2 α
2

.

ЗФМШ, Kиїв Стереометрiя-1: Метод стандартних задач



Правильна трикутна пiрамiда Методи Метод стандартних планiметричних задач
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Зазначимо, що знайти висоту пiрамiди в розглянутому
прикладi можна, використовуючи iнший трикутник,
гiпотенузою якого є апофема пiрамiди.

Р о з в’ я з а н н я (2-й спосiб).
При заданiй сторонi основи
пiрамiди a i плоскому кутi
при вершинi α повнiстю
визначенi основа пiрамiди –
рiвностороннiй 4ABC i
бiчна грань – рiвнобедрений
4ASC.

Для знаходження висоти H = SO використаємо 4SOM,
де M – середина AC.
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Зобразимо вказанi 4ABC,
4ASC i 4SOM. Необхiднi
для знаходження SO
елементи OM i SM
вiдмiченi на нижньому
мал. стрiлочками. Вони
можуть бути знайденi
вiдповiдно в 4ABC i 4ASC:

B

CA M a/2a/2

a a
qO

S

CA M a/2a/2

α
2

α
2

S

OM 6

-

S0–?

r = OM–?

SM–? SO–?
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Отже, розв’язання задачi отримаємо шляхом
послiдовного розв’язання трьох стандартних
планiметричних задач:

B

CA M a/2a/2

a a
qO

S

CA M a/2a/2

α
2

α
2

S

OM 6

-

S0–?

r = OM–?

SM–? SO–?

1) в рiвносторонньому 4ABC знаходимо S0 i r:
S0 =

√
3

4 a2 , OM = r =
√

3
6 a ;

2) в рiвнобедреному 4ASC знаходимо висоту SM:
tg α

2 = MC
SM , звiдки SM = MC

tg α
2
= MC · ctg α

2 = a
2 ctg α

2 ;

3) в прямокутному 4SOM знаходимо катет SO за
теоремою Пiфагора: SO =

√
SM2 −OM2 .
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Пiдставляючи в рiвнiсть SO =
√

SM2 −OM2 знайденi

вирази SM = a
2 ctg α

2 i OM = r = a
√

3
6 , знаходимо висоту

пiрамiди:

H = SO =

√

(a
2

ctg
α
2

)2
−
(a

√
3

6

)2
=

√

a2

4
ctg2 α

2
− a2

12
=

=

√

a2(3ctg2 α
2 −1)

12
=

a
2
√

3

√

3ctg2 α
2
−1 .

Нарештi, знаходимо об’єм пiрамiди:

V =
1
3

S0H =
1
3
·
√

3
4

a2 · a
2
√

3

√

3ctg2 α
2
−1 =

=
a3

24

√

3ctg2 α
2
−1 .

В i д п о в i д ь: V =
a3

24

√

3ctg2 α
2
−1 .
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√
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√
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3

√
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Цiлком природньо, що отриманi вирази V при рiзних
способах розв’язання:

V =
a3

24 sin α
2

√

3−4sin2 α
2

(1-й спосiб) ,

V =
a3

24

√

3ctg2 α
2
−1 (2-й спосiб)

вiдрiзняються лише формою запису, що можна
пiдтвердити тотожними перетвореннями вiдповiдних
тригонометричних виразiв.
Дiйсно, враховуючи тотожнiсть
1+ ctg2 α

2 = 1
sin2 α

2
⇔ ctg2 α

2 = 1
sin2 α

2
−1 , отримуємо

√

3ctg2 α
2 −1 =

√

3
(

1
sin2 α

2
−1

)

−1 =
√

3
sin2 α

2
−4 =

=

√

3−4sin2 α
2

sin2 α
2

= 1
sin α

2

√

3−4sin2 α
2 ,

звiдки випливає рiвнiсть записаних вище виразiв об’єму
пiрамiди V .
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Стандартна планiметрична задача, зв’язана з

довiльною правильною пiрамiдою
Розглянемо одну стандартну планiметричну задачу,
зв’язану з двогранним кутом при бiчному ребрi
довiльної правильної пiрамiди.
Використаємо скорочений запис умови задачi i назви
вiдповiдних елементiв пiрамiди.

a/2a/2

n

З а д а ч а 1. Дано: 4BSC, SB = SC,
SF i CN – висоти, BC = a,CN = n.
Знайти SF (апофема пiрамiди) i SB
(бiчне ребро).

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо, що
шуканi вiдрiзки є елементами
трикутника SFB.

Розглянемо також подiбний йому трикутник CNB, який
є повнiстю визначеним.
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Стандартна планiметрична задача

a/2a/2

n

Маємо спiввiдношення:
з 4SFB з 4CNB

SF
FB

= tg∠NBF =
CN
NB

,

з яких випливає рiвнiсть

SF =
FB ·CN

NB
=

FB ·CN√
BC2 −CN2

=
an

2
√

a2 −n2
.

Аналогiчно маємо:
з 4SFB з 4CNB

FB
SB

= cos∠NBF =
NB
BC

,

звiдки отримуємо

SB =
FB ·BC

NB
=

FB ·BC√
BC2 −CN2

=
a2

2
√

a2 −n2
.
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Метод . . . стандартних планiметричних задач

a

Fq

П р и к л а д 2. В правиль-
нiй трикутнiй пiрамiдi
a – сторона основи i
ϕ – двогранний кут при
бiчному ребрi. Знайти
площу бiчної поверхнi
пiрамiди.

Р о з в’ я з а н н я. Зазначимо,
що при заданих параметрах
пiрамiди рiвностороннiй

4ABC i рiвнобедрений 4ANC є повнiстю визначеними.

Оскiльки бiчна поверхня Sбiч = 1
2 Pl i периметр основи

P = 3a , то для розв’язання задачi необхiдно знайти
апофему l = SF (де F – середина BC), яка знаходиться в
4CSB в результатi розв’язання розглянутої стандартної
планiметричної задачi 1.
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a

Fq

В результатi розв’язання
стандартної задачi 1 маємо
l = SF = FB·CN√

BC2−CN2 ,

тобто для знаходження
апофеми l необхiдно спер-
шу знайти CN (цей необхiд-
ний елемент вiдмiчено на
нижньому мал. стрiлочкою).
Це можна зробити в 4ANC.

B

CA a

a a

N

CA M a/2a/2

ϕ
2

ϕ
2

S

F

N

C Ba/2a/2

?

P–? CN–? SF–?
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Отже, розв’язання задачi отримаємо шляхом
послiдовного розв’язання трьох стандартних
планiметричних задач:

B

CA a

a a

N

CA M a/2a/2

ϕ
2

ϕ
2

S

F

N

C Ba/2a/2

?

P–? CN–? SF–?

1) в рiвносторонньому 4ABC знаходимо P = 3a ;

2) в рiвнобедреному 4ANC знаходимо бiчну сторону
CN: sin ϕ

2 = MC
CN , звiдки CN = NC

sin ϕ
2
= NC · 1

sin ϕ
2
= a

2sin ϕ
2

;

3) в 4BSC знаходимо SF (див. задачу 1):

l = SF =
FB ·CN√
BC2 −CN2

=

a
2 ·

a
2sin ϕ

2
√

a2 −
(

a
2sin ϕ

2

)2
=
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=

a
2 ·

a
2sin ϕ

2
√

a2 − a2

4sin2 ϕ
2

=

a
2 ·

a
2sin ϕ

2
√

a2(4sin2 ϕ
2 −1)

4sin2 ϕ
2

=

a
2 ·

a
2sin ϕ

2

a
2sin ϕ

2

√

4sin2 ϕ
2 −1

=

=
a
2

√

4sin2 ϕ
2 −1

=
a
2
· 1
√

4sin2 ϕ
2 −1

=
a

2
√

4sin2 ϕ
2 −1

.

Нарештi, знаходимо бiчну поверхню:

Sбiч =
1
2

Pl =
1
2
·3a · a

2
√

4sin2 ϕ
2 −1

=
3a2

4
√

4sin2 ϕ
2 −1

.

В i д п о в i д ь: Sбiч =
3a2

4
√

4sin2 ϕ
2 −1

.
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